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Uvod

The best teacher is experience
and not through

someone's distorted point of view.
(Jack Kerouac)

Fyzika ako predmet je pre mnohych $tudentov vel'mi naro¢ny, pretoze preberané témy
st pre viacerych Studentov abstraktné a je pre nich tazké (niekedy az nemozné) predstavit’ si
dany dej. Savisi to s tym, ze mnohi Studenti nemaji v dostatocnej miere vybudované abstraktné
myslenie. Predkladana ucebnica ponuka prezentaciu a analyzu jednotlivych zakladnych cCasti
fyziky nazornym sposobom, ked’ze je obsahovo zamerana na fyzikalne videoanalyzy.

Ucebnica je rozdelena nasledovne: po ivodnej Casti nasleduje opis programu Tracker
aprace vdanom programe. 1. az 3. kapitola sa zaobera mechanikou hmotného bodu a je
rozdelena na kinematiku s popisom zékladnych druhov pohybov a dynamiku rozoberajucu
pri¢iny vzniku pohybu. 3. kapitola sa zameriava na trecie sily. Vo 4. kapitole su zakladné
zakony gravitatného pola s rieSenim pohybov v gravitatnom poli Zeme. V 5. kapitole su
zdklady dynamiky sustavy hmotnych bodov a tuhého telesa. Predmetom 6. kapitoly je
mechanika kvapalin, 7. kapitola rozobera kmitavy pohyb telies. 8 kapitola sa zaobera
modelovanim realnych dejov v programe Tracker.

Teoretické postupy v jednotlivych kapitolach sprevadzaja riesené priklady, ktoré maju
za ulohu ukazat’ aplikaciu tedrie na rieSenie konkrétneho problému. Literatira uvedend v zavere
ucebnice predstavuje nielen literatru, z ktorej bolo Cerpané pri zostavovani danej ucebnice, ale
aj literatiiru odport¢anu na hlbsie Stadium.

Po precitani danej uCebnice by mal Student byt schopny urobit’ zakladnt fyzikalnu
analyzu zosnimaného deja, ur€it’ jednotlivé fyzikéalne veli¢iny popisujuce dany dej, analyticky
popisat’ casové zavislosti fyzikalnych veli¢in a vytvorit’ matematicky model, ktory o najlepsie
popiSe casovy priebeh pohybu vySetrovaného telesa.

Tato ucebnica je urcend hlavne pre Studentov bakalarskych a inzinierskych Studijnych
programov s jednosemestralnym zakladnym kurzom fyziky na Zilinskej univerzite v Ziline
(so zameranim hlavne na §tudentov EF, SvF, PEDaS, (predmet Kapitoly z fyziky a Uvod do
fyziky)). Najdu sa tu vSak aj d’alSie informacie pre vSetkych, ktori maji zaujem o $tidium
fyziky.

Z nasich doteraj$ich vyskumov realizovanych v ramci projektov KEGA &. 075-008ZU-
4/2010 a 0352U-4/2012 vyplynulo, Ze $tudenti, ktori pracovali s videoanalyzami v programe
Tracker dosiahli Statisticky vyznamne lepsie vysledky vo vedomostiach z fyziky ako Studenti,
ktori pracovali na vypoétovych cvi¢eniach Standardnym sposobom. V zmysle Bloomovej
taxondmie pozndvacich cielov predkladand ucebnica pomdaha riesit’ problémové ulohy a
rozvijat' poznavanie Studentov na vy$$ich urovniach osvojenia si poznatkov ato hlavne na
urovni aplikacia, analyza, syntéza a hodnotenie.

Vsetky vided, ktoré su analyzované v danej ucebnici je mozné najst’ na webe, konkrétne
na adrese: http://hockicko.uniza.sk/Priklady/videopriklady.htm. Videa taktiez slizia ako zdroj
motivacie pre Studentov, na zéklade ktorych je mozné natocit’ si vlastné video a podrobit’ ho
analyze v programe Tracker, a tak ziskat’ zaujimavé fyzikalne informéacie o prebichajicom deji.

Rad by som sa pod’akoval odbornym recenzentom doc. RNDr. Marianovi KireSovi,
PhD. a doc. PaedDr. Cubosovi Kristakovi, PhD. za pozorné precitanie rukopisu, ich navrhy
a pripomienky, ktoré prispeli k skvalitneniu tejto vysokoskolskej u¢ebnice.



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/videopriklady.htm

4 Fyzikalna videoanalyza realnych dejov

Vydanie a tla¢ tejto publikacie bolo finan¢ne podporené Nadaciou Tatrabanky (Zmluva
¢. 2014vs021). Obsahova stranka ucebnice vznikla rieSenim projektu KEGA ¢. 003TU Z-
4/2015: Rozvoj konceptualneho myslenia na technickych univerzitach.

Autor
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Praca v programe Tracker

Jednym z vhodnych a efektivnych nastrojov pre realizdciu videoanalyz je program
Tracker. Program Tracker je volne $iritelny a stiahnutel'ny program vytvoreny na platforme
Open Source Physics (http://www.cabrillo.edu/~dbrown/tracker/). Pre spravne fungovanie
momentalnej a starSich verzii je potrebné mat’ v pocitaci nainstalované programy QuickTime
aJava (32-bitova verzia), aktudlna verzia programu je 4.86 avSak autori neustale pracuju
na zdokonalovani daného programu.

Po nainstalovani programu a jeho prvom otvoreni sa mozeme presvedcCit’ o spravnom
fungovani programu (Obr. 0.1): Pomocnik — Diagnostics - 0 Jave/ O QuickTime / O programe
Xuggle, pokial’ st vSetky komponenty nainStalované, program by mal fungovat’ spravne,
presved¢ime sa o tak, ze klikneme na Video — Importovat’ a vlozime video stibor (program
akceptuje formaty avi, mov, mp4, flv, wmv, 0gg) a skasime ho prehrat’ kliknutim na zelent
Sipku vlavo dole. Pokial sa video spusti aprehrava sa, je predpoklad, ze program je
nainStalovany spravne a moze sa zacat’ nasledna analyza. (Program taktiez obsahuje prehl'adny
help: Pomocnik — Zac¢iname ... alebo Tracker Napoved....).

&) Tracker =L

Subor Upravit' Video Stopy siiradnicovy systém Okno ‘Pomocnik\

| =
= & % | B ‘- || ¥ worit adhame - o A A | A4 A = o)
Tracker Napoved ... Ctil-+

b4 Tracker README... vyuZivana pamat: 29MB o 247MB

Hlavny nahl'ad na video | & Zobrazit' tipy ¥ k= a
Na zaciatku Vyberte SUbori O 5 == S =
Diagnostics b[ Sprava Prihlasenie ... Cii-L

Graf pozorovanych dat sa objavi tu

| OTrackeri... [ 0 Jave ...
| oquickTime...

O programe Xuggle...
About Threads...

Tabul'ka pozorovanych dat sa objavi tu.

[otvarit alebo importovat' video alebo obrazok k analyze|

oon@E{n»Q U I

-

| _untitied |

Obr. 0.1 Otvorenie programu Tracker a overenie jeho funkénosti

Po vloZeni videa do programu je potrebné dané video nakalibrovat’, aby ziskané udaje
predstavovali redlne fyzikalne hodnoty. Ako prvé je potrebné zadat’ spravnu informaciu o pocte
obrazkov za sekundu (fps) (Obr. 0.2), zvycajne fotoaparaty pripravuju videa s 30 fps, avSak
stretneme sa aj s videami, ktoré maja 120 alebo 1000 fps (pri kazdom priklade je uvedena dana
informacia, ak nie je, ostdva hodnota 30 fps, ktori ma aj program predinstalovantl). Niektoré
kamery pripravuju vided, ktoré maja 25 alebo 50 fps. Pri natd¢ani vlastnych videi je potrebné
dant informaciu ziskat’ z daného zariadenia, aby bolo mozné z analyzy ziskat’ redlne hodnoty.
Dané hodnoty doplnime do programu po kliknuti na Nastavenie klipu (modra $tvorcova ikona,
piata zl'ava hore). TaktieZ je mozné nastavit’ Startovaciu snimku — zaciatok a koniec klipu, ktory


http://www.cabrillo.edu/~dbrown/tracker/
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sa bude analyzovat' (bud’ v samotnej tabulke alebo uchytenim a potiahnutim c¢iernych

trojuholnikov v Spodnej Casti) (Obr. 0.3).

(&) Tracker

=)

Sdbor Upravit' Video Stopy stradnicovy systém Okno Pomocnik

| Qao8w | o oh

= H & N“\P' L | 3 wytvorit

w7 Nastavenie Klipu

N %A A|A B a8 e

Nastavenie kiipu

Frames

> Startovacia snimka:|0
Velkost' kroku:|1
- Koniec snimky:|446
Frame Times

F? Cas zadiatku:|0,000 s
L L 1 B Rychlost prehravania snimok:|30,00 /s
Snimka dt:|0,033 s

nastavte alebo obnovte nastavenia videozaznamu

vyuZivana pamat: 36MB o 247MB
« r
|

>7}:. 4|

Graf pozorovanych dat sa objavi tu.

Tabulka pozorovanych dat sa objavi tu.

000 100%5 W o G

ay

a1 »p T
-

| 01_viak.AVI |

Sibor Upravit Video Stopy siradnicovy systém Okno Pomocnik

Obr. 0.2 Nastavenie klipu — rychlost’ prehravania

e | & % | B - L | % vyort & | Q 108% |

Nastavenie klipu

Frames

Startovacia snimka:|73
Velkost kroku:|1
Koniec snimky:|99

Frame Times

Cas zatiatku: (0,000 s
Rychlost prehravania snimok:|30,00 /s
Snimka dt:0,033 s

| Lo ) oo

th [N & A AL|A 4 =2 a8 ¢
vyuZivana pamat: 36MB o 247MB
a
Graf pozorovanych dat sa objavi tu.
sy

Tabulka pozorovanych dat sa objavi tu.

a 1 T

2 )
099 100%5 [ Y

a snimka: 99 (poti

IfL‘o:_vlak.AVI |za

ite kvlizmene) |

Obr. 0.3 Nastavenie klipu — $tartovacia a Koncova snimka
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Nésledne je potrebné nakalibrovat’ velkost’ objektu na videu: zvolime Siestu ikonu zlava
(modra tisecka) a vyberieme bud’ kalibra¢nu ty¢ alebo meradlo (Obr. 0.4). Videa pre analyzy
obsahuji bud’ 1 metrovu kalibraént ty¢, alebo meter, pripadne sa v zadani nachadza informacia
0 vel'kosti objektu (napr. zvisly rozmer okna vlaku s rAmom: 1,1m) potom, ¢o sa po stlaceni
ikon objavi ty¢, je potrebné preniest’ ju na dané miesto, Upravit’ rozmery a dopisat’ aktualny
udaj — pokial’ to bude v metroch, vsetky ziskané fyzikalne veli¢iny budi obsahovat’ metre (m/s,
m/s? a pod.). Pri kalibrovani realnych rozmerov vo videozadzname je potrebné pamiitat’ na to, ze
¢im rozmerovo vacsi objekt je pouzity na kalibraciu (je zndma jeho skuto¢na velkost), tym
vacsiu presnost’ urovania rozmerov dosiahneme.

(e Tracker’ |
Subor Upravit Video Stopy stradnicovy systé Okno P
B H| &% B Y- L | ¥ vtort @ | Qqos% | o oo | ™ o A A | A A = c
| v |NOVi' kalibracna tyc vyuZivana pamat: 36MB o 247MB
Kalibracné meradio q
= DS ¥ k= a
Kalibracné body i |
pociatok mimo okna Graf pozorovanych dét sa objavi tu.
k
-
E o

Tabulka pozorovanych dat sa objavi tu.

kalibrujte video pomocou kalibraéného nastroja

094 100%5:« po —{/ « 1 E

-

01_viak.AVI |

Obr. 0.4 Kalibracia klipu

Dalsim délezitym faktorom videoanalyzy je definovanie suradnicovej sustavy (Obr. 0.5).
Zvycajne nastavime kladnu x-ovli os do smeru pohybu, avSak niekedy je taktiez vhodné
analyzovat’ pohyb v smere zvislo nadol (zvisly vrh, voI'ny pad). Je potrebné si uvedomit’, ze
podl’a toho, ako mame nastavené osi a pociatok stiradnicovej sustavy, pre d’al§iu analyzu bude
potrebné skumat’ ¢asovy vyvoj tych suradnic, v smere ktorych sa dany pohyb uskutociuje.
Ked'Ze kazdy Student si mdZe I'ubovol'ne navolit’ po€iatok suradnicovej slistavy a aj smer osi,
analytické vyjadrenie Casovych zavislosti bude pre kazdého iné (nie je mozné, aby dvaja
Studenti, ktori robia dané analyzy toho istého videa na rozdielnych pocitacoch dosiahli presne
tie isté analytické vyjadrenia! Co sa vsak tyka vel’kosti hl'adanych fyzikalnych veli¢in, tie by sa
zasa nemali vyrazne odliSovat’.)



Fyzikalna videoanalyza redalnych dejov

Sdbor Upravit' Video Stopy stradnicovy systém Okno Pomocnik

EH &% B *\1°v1 ¥ Vytvorit

B | Quoss |~ oy | 4 A A |4 4

vyuZivana pamat: 38MB o 247MB

v osi origin pixel position x MMW“E
+ el ial s | Ukazat alebo sknyt stiradnicové osi oo |

a

Graf pozorovanych dat sa objavi tu.

x=0E0 y=-4 441E-16

Tabulka pozorovanych dat sa objavi tu.

0si vybrany (pre zmenu sklonu nastavte uhol )

a 1 Pp T

094 100%5 M P
ax. i

_01_viak.AvI

Obr. 0.5 VloZenie a nastavenie suradnicovych osi

AKo nahle mame nakalibrované video a oznafenu stradnicovu ststavu, mozeme zaclat
s analyzou. Klikneme na Vytvorit hmotny bod (6sma ikona v poradi - * Vytvorit’) (Obr. 0.6),
stlacime sucasne 'avé CTRL a SHIFT a ozna¢ime na videu bod, ktory budeme analyzovat

(Obr. 0.7).

Sdabor Upravit' Video Stopy siradnicovy systém Okno Pomocnik

12 | &% | 8 - || *wwori @ Qo | oy | ™ o A A | A A, = c
| ¥ —osi origin pixel position x|335 | hmotny bod lovnej 0.0° vyuZivana pamat: 38MB o 247MB
tazisko q [
| — ¥ k= ‘{ i
Vector
vektorovy sucet Graf pozorovanych dat sa objavi tu
Ciarovy profil
RGB rozsah
Analyticky casticovy Model
icky y model » —
Meracie nastroje »
Calibration Tools [ 3
— -
@ N
Tabulka pozorovanych dat sa objavi tu.
¥=0E0 y=0E0 0si wybrany (pre zmenu sklonu nastavte uhal )
—
073 100%5 L I Yo T 1 » =
- =
|fL 01_viak.AVI

Obr. 0.6 Vytvorenie hmotného bodu pre analyzy ¢asovych zavislosti
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 Tracer lale] = |
Sabor Upravit' Video Stopy siradnicovy systém Okno Pomocnik
EH & | B w-e L | Kot = B | Qoss | ooy |y oo A A | A A, = c
F < hmotnost'A m| 1,000 vyuZivana pamat: 38MB 0 247MB | |
Kentrola stopy |il [——" =y B 1 k g[af| <> hmotnost’ A v‘ a
- :
< hmotnost’ A — hmotnost’ A (t, x)
Autotracker: hmotnost' A poloha [ T T T
- 04+
® Search || Search This H Search Next |
02k
Frame 73: Template. Match.
= 0 L}
Template: Evolution Rate ZH%E Automark 45
0,2k
....... Search: [[] X-axis Only Look Ahead a0
Target: Track| < hmotnost’ A |v‘ Poim‘poloha|v‘ 04 03z 0 02 0,4
- =0ED =004 t
Snimka 73 (key frame): This key frame defines the template and —
target shown. Click a Search button to look for matches to the
template. ] Tahllrka| <& hmumosl’n|v| -
‘You may drag the target, template or search area to move or resize a | = ‘ s
A A of 0,038 2,465
it. Mouse over the controls above to learn more about settings and
adjustments.
%=0A4hmotnost' A wybramy (n
o [ow] w » .:l | pomocnik || showkeyFrame || petete || zawier ||k, » = §
01_viak.AVI |

Obr. 0.7 Oznacenie hmotného bodu a vyuzitie funkcie Autotracker

Po otvoreni tabulky (Obr. 0.7) je niekedy vhodné zvacsit/zmensit’ velkost' vySetrovaného
objektu ¢i vysetrovanej plochy a potom uz len stlacit SEARCH — program za¢ne automaticky
vyhladavat’ polohu daného ozna¢eného bodu v jednotlivych snimkach, t.j. v ¢ase a zaznaCovat’
ich do okna, udaje do grafu a tabul’ky. Je mozné taktiez zmenit’ farbu hmotného bodu pre lepsiu
nazornost’, pripadne premenovat’ nazov hmotny bod A na iny (Obr. 0.8).

S H| S % 8 w- L | ¥worit == 8 | Qaoex | v o | N o A A | A, A, =l c
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Obr. 0.8 Zaznam pohybujiiceho sa objektu a nameranych dat do grafu a tabul’ky
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Po vsetkych tychto pripravach moze nasledovat’ analyza nameranych udajov: v pravej
Casti obrazovky sa ndm ndasledne objavi graf a tabul’ka. Po kliknuti na premennt na zvislej osi
(X) je mozné vybrat’ z niekol’kych fyzikalnych veli¢in — program pontika 22 preddefinovanych
casovych zavislosti, je tiez moznost’ definovat’ aj iné zavislosti a vysetrovat’ nielen ¢asové
zavislosti, ked’ze program umoznuje menit’ aj fyzikalnu veli¢inu na vodorovnej osi (Cas je
preddefinovanou fyzikalnou veli¢inou).

Po kliknuti na Tabulka (Obr. 0.9) je mozné vybrat’ z niekol’kych fyzikalnych veli¢in,
ktoré budu pre nase d’alSie analyzy zaujimavé. Hodnoty z tabul’ky je taktiez mozné exportovat’
do samostatného suboru, s ktorym je mozné d’alej pracovat’. Po kliknuti pravym tla¢idlom mysi
na graf (Obr. 0.10) je mozné vybrat’ z ponuky analyzovat, ¢o nam umozni ziskat’ fyzikalnu
interpretaciu deja a nasledne hl'adané fyzikalne veliCiny. Po otvoreni néstroja na analyzy grafov
— Data Tool a kliknutim na Analyze je mozné oznacit’ regresné krivky (Obr. 0.11), ¢o nam
umozni nameranou sustavou bodov prelozit’ preddefinované funkcie (pripadne zadefinovat
nové), program ma preddefinovanu priamku, parabolu, exponencialnu funkciu a iné. Nasledne
po zadani funkcie program vyrata parametre (A, B, pripadne viac), ktoré o najlepsie fituju
namerany priebeh a predstavuju rieSenie danej fyzikalnej analyzy. Ulohou $tudentov bude
prisudit’ danym hodnotam fyzikalnym zmysel, doplnit’ patri¢né fyzikalne jednotky a odpovedat’
na vopred stanoveny fyzikalny problém. Po kliknuti na tlacidlo Measure je mozno vyuzivat
funkcie Coordinates, Slope, Area, ktoré umoznuji stanovit’ suradnice oznacené¢ho bodu,
derivaciu fyzikalnej veli¢iny v danom case a integral danej fyzikalnej veli¢iny v danom
¢asovom intervale. Viac sa o danom vyuziti funkcii dozvieme v d’alsich kapitolach pri rieSeni
konkrétnych uloh.
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Je vhodné este pripomenut’ Ze pri tvorbe vlastného videozaznamu pre videomeranie je
potrebné dbat’ na zdznam zo stativu, resp. bez pohybu kamery ¢i fotoaparatu, aby nedochédzalo
nasledne k zmene pociatku zvolenej stiradnicovej sustavy.

Dalsie kapitoly tejto vysokoskolskej ucebnice obsahuji fyzikalnu teériu, ktora je
nasledne aplikovana pre analyzu redlnych dejov okolo nas (vo forme videi alebo fotografii)
prostrednictvom vysSie popisaného programu Tracker.

Z naSich skusenosti a Statistickych analyz vyplyva, Ze analyzou videi v programe
Tracker si Studenti I'ahSie ozrejmia fyzikadlne vzt'ahy a zdkonitosti a takto ziskaju pozadované
vedomosti z fyziky a jej pribuznych predmetov, nadobudnti matematické zru¢nosti (Hockicko
a kol. 2014). Preto je aj zakladna fyzikalna problematika v d’al§ich kapitolach vysvetl'ovana
Vv stucinnosti s videoanalyzou v programe Tracker.



Kinematika hmotného bodu 13

1. Kinematika hmotného bodu

Pohyb vo vSeobecnosti zahfiia vSetky zmeny a procesy, ktoré prebiehaji okolo nas. Je
neoddelite'nou vlastnostou hmoty. To, €o sa pri samotnom pohybe uskutocnuje, umoziuje
do detailov analyzovat’ program Tracker, pomocou ktorého mézeme skiimat’ aj vel'mi rychle
procesy. Cast’ fyziky, ktord sa zaobera popisom pohybu telies, triedenim a porovnavanim
pohybov sa nazyva kinematika.

1.1 Hmotny bod, vzt’aZna sustava, trajektoria, draha pohybu

Pod mechanickym pohybom budeme rozumiet’ proces, pri ktorom sa meni poloha
hmotného objektu (auto, autobus, lietadlo). Aby sme si ul'ah¢ili popis pohybu telesa, nahradime
toto teleso hmotnym bodom. Pod hmotnym bodom rozumieme myslené teleso, ktorého
rozmery a tvar mézeme pre popis pohybu zanedbat’, av§ak hmotnost’ sa zachovava. Hmotnym
bodom pri nasich analyzach v programe Tracker nahradime auto, vlak, loptu, puk, atd’. Budeme
pritom predpokladat’, ze vSetky ¢asti daného telesa sa pohybuju rovnako rychlo a v rovnakom
smere. Predstava hmotného bodu vSak nebude vhodna pre otacajice sa telesa okolo vlastnej osi
(napriklad letiaca a rotujuca sekera, kladivo), pretoze rozne Casti danej sekery, kladiva sa v
danom okamihu pohybujt rozne rychlo a v r6znych smeroch. Taktiez aj pri skiimani deformacie
telesa nie je vhodné pracovat’ s myslienkovym pojmom hmotného bodu.

Pohyb hmotného bodu sa javi ako najjednoduchs$i mechanicky pohyb. Ak mechanicky
pohyb definujeme ako premiestiiovanie telesa, musime premiestiiovanie vzhI'adom na nieco
vzt'ahovat’. Teleso alebo telesa, vzhl'adom na ktoré pohyb opisujeme, tvoria vzt’aZnu sustavu.
Pohyb a pokoj su preto relativne pojmy, ¢o sa javi vzhI'adom na jednu vzt'aznu sustavu v pokoji,
moze byt sucasne vzhl'adom na inu ststavu v pohybe a opacne (napr. opis pohybu aut na
dialnici). V praxi spajame s telesami tvoriacimi vztazni sUstavu najcastejSie nejaku
suradnicovii sustavu, napr. pravouhlit pravotoéivii sustavu suradnic x, y, z. (Pre
zjednoduSenie budeme na zaciatku uvazovat' o pohybe v rovine, teda sustave X, y.) Polohu
objektu uréujeme najcastejSie k pociatku suradnicovej sustavy.
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Obr. 1.1 Analyza pohybu vodného li¢a fontany v programe Tracker

4

Vo fyzike sa Casto stretdvame s ulohou, pri ktorej potrebujeme opisat’ polohu telesa
alebo jeho pohyb. Na Obr. 1.1 je v istom okamihu znazorneny pohyb vodného luca fontany
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na Vl¢incoch v Ziline. Skimajme teraz pohyb zadiatku vodného liga. Ciara, po ktorej sa
zaCiatok vodného luca pohyboval sa nazyva trajektoria. Pri opise pohybu zac¢iatku vodného
lu¢a sa obmedzime na pohyb jedného bodu, ktory mézeme povazovat’ za hmotny bod. Aby sme
mohli skumat’ pohyb bodu, potrebujeme urcit’ jeho polohu v case t vzh'adom na pociatok
stiradnicovej sustavy X, Y, t.J., siradnice Xo, Yo, to, X1, Y1, t1, X2, Y2, t2, ..., v ktorych sa dany bod
Vv jednotlivych casovych tusekoch pri pohybe nachddzal. Hodnoty tychto bodov zapiSeme
do tabulky. Cas sme zalali merat, ked zaliatok vodného luéa prechadzal bodom
so suradnicami Xo, Yo. Vtedy mal ¢as hodnotu to = 0 s. V suradnicove;j sustave X, Y trajektoria
predstavuje graf vzajomnej zavislosti y = y(X) stiradnic bodov trajektorie.

Polohu nejakého bodu A vo vSeobecnosti vzhI'adom pravouhlu suradnicova sustavu X,
Yy, Zmame ur¢enu vtedy, ked’ pozname vSetky jeho tri stiradnice X, y, z v priestore (x, y v rovine),
kde x je kolma vzdialenost’ bodu A od roviny prelozenej osami y a z, y je kolma vzdialenost’
bodu A od roviny preloZenej osami X a Z a Z je kolma vzdialenost’ bodu A od roviny preloZene;j
osami X ay. Polohu hmotného bodu mézeme charakterizovat’ pomocou polohového vektora.

Pod polohovym vektorom ¥ hmotného bodu A vzhladom na zadiatok stradnicovej sustavy
O budeme rozumiet’ orientovanu Usecku, ktorej zaciatok je v bode O a koniec v bode A. Pre
polohovy vektor v kartézskej sustave suradnic X, Y, Z plati

F=Xi +VYj+2zK, (1.1)

kdexi ,y ] ,Zk st jeho priemety do stiradnicovych osi a X, Y, Z sa pravouhlé suradnice bodu

Aa 1, J, k stjednotkové vektory v smere osi X, Y, z. Pri analyze pohybu hmotného bodu
v programe Tracker budeme uvazovat o pohybe vrovine, kedZe zdznam kamerou,
fotoaparatom nam neumoziiuje vnimat’ a analyzovat’ pohyb v tretom smere, takze pri nasich
d’alsich analyzach sa obmedzime len na pohyb v rovine x, y.

O mechanickom pohybe hovorime vtedy, ked’ nejaky hmotny bod meni svoju polohu
vzhl'adom na zvolenu suradnicov sistavu, ¢ize meni sa jeho polohovy vektor, pricom koncovy
bod sa pohybuje s hmotnym bodom a pociato¢ny bod trvalo splyva s poc¢iatkom sustavy
stradnic. Pohyb hmotného bodu moéZeme charakterizovat vtedy, ked’ v kazdom Casovom
okamihu st zndme jeho suradnice, Cize ak pozname ich funkcie zavislosti od ¢asu, co moéZzeme
zapisat’

X =fi(t), y="f(t), z="13(t) 1.2)
alebo vo vektorovom tvare

r=f(t), (1.3)

vtedy hovorime, Ze polohovy vektor 7 je vektorovou funkciou ¢asu. Sled poloh, ktoré hmotny
bod pocas svojho pohybu vzhl'adom na zvolent suradnicova ststavu zaujima, predstavuje
trajektériu pohybu. Jej dizka sa nazyva drdiha pohybu.

V dvojrozmernych pripadoch pohybu je jedna zlozka rovna O (napr. z=0). Tu si
vysta¢ime s dvojrozmernym stradnicovym systémom ur¢enym osami X ay, a tym aj rozklad
vektora 7 je len rozkladom do tychto dvoch smerov

F=xi+Vyj. (1.4)
Na popis priamociareho pohybu nam postacuje len jedna zlozka polohového vektora 7. Ak je
pohyb hmotného bodu orientovany v smere 0si X tak plati
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=Xi . (1.5)

=l

V pripade priamociarych pohybov vystac¢ime pri urovani polohy s drahou s

ktora predstavuje velkost’ posunutia v danom smere, pricom stradnicovu ststavu si mozeme
vzdy zvolit’ tak, aby sa pohyb uskutoc¢noval v kladnom smere osi X, ¢o nam zjednodusi opis
pohybu.

1.2 Priamociary pohyb

Aby sme si ul’ah¢ili opis pohybu, venujme sa teraz priamoc¢iaremu pohybu vlaku (Obr.,
1.2 - opis pohybu sa prenesie z roviny x, y iba na priamku, t.j. 0s X). Bod, v ktorom sa za¢iatok
vlaku nachadzal na zaciatku v ¢ase t = 0 sme zvolili za zaCiatok drahy. Skiumat pohyb znamena
predovsetkym stanovit’ zavislost’ x = X(t), drahy od ¢asu, pripadne d’alsie charakteristiky, ktoré
st zavislé na Case. Zaznamenavajme teda polohy vlaku v istych ¢asovych intervaloch (napr. At
= 0,033s, zaznam bol vyhotoveny fotoaparatom, pri¢om vytvorené video ma 30 fps (obrazkov
za sekundu)), zapisujme ich do tabulky a zndzornime body so stradnicami t, X a bodmi so
suradnicami prelozme suvislu, spojitt Ciaru, bez zlomov a skokov. Ked’Zze nase merania
nemusia byt’ celkom presné, snazime sa, aby preloZené krivka prechadzala okolo nameranych
bodov ¢o najblizSie (zvycajne to za nds urobi program (pridat’ regresné krivky, fit funkcie)).
Tak vytvorime graficka zavislost x = x(t). (Dizku useku At si moézeme zvolit' l'ubovolne,
program Tracker, pomocou ktorého bola urobend prezentovand analyza nadm umoZiuje
analyzovat’ pohyb v ¢asovych intervaloch 4¢ = 0,033s (v zavislosti od zosnimaného videa
a poc¢tu zaberov za 1s)). Tabulka s hodnotami dvojic (X, t) predstavuje jeden zo spdsobov
vyjadrenia fyzikalnej zavislosti drahy od ¢asu, X = X(t). Druhy zo spésobov, akym mozno
vyjadrit’ zavislost’ fyzikalnej veliCiny, je graficka zavislost'.
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Draha pohybu zvolené¢ho zaciato¢ného bodu vlaku sa v zavislosti od ¢asu meni,
¢o vyjadruje aj zmena vektora 7(x) = f(t). Aby sme sa o sposobe, akym sa poloha vlaku
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v zavislosti 0d ¢asu meni dozvedeli viac, budeme merat’ zmeny drahy Ax = AS (v pripade
pohybu v smere 0si y: Ay = 4s) v navzajom rovnakych ¢asovych intervaloch A4¢. Zmeny drahy
su vzdy kladné, ¢ize draha pohybu je veliina, ktora vzdy len narastd. Zmenu drahy A4S
zvykneme nazyvat' prirastok drahy alebo drahovy tsek, ktory vlak presiel v ¢asovom
intervale A4t. Celkova draha s, ktoru vlak presiel od zaciatku pohybu, je rovna sacétu prirastkov
— zmien drahy 4s v jednotlivych ¢asovych intervaloch At, ktoré uz uplynuli.

Ako si mozeme v§imnut' z analyzy grafu x = x(t), akokol'vek I'ubovolne si zvolime
velkost” At, pri rovnakych zmenach At draha narastic o rovnaka hodnotu 4s. Tento pohyb
moézeme charakterizovat ako pohyb rovmomerny priamociary. Hovorime, ze teleso sa
pohybuje rovnomerne, ak v 'ubovolnych, ale navzajom rovnakych ¢asovych intervaloch At
prejde rovnaké drahy 4s. Ak teleso v I'ubovolnych, ale navzajom rovnakych casovych
intervaloch At prejde rézne tseky drahy A4S, hovorime, Zze sa pohybuje nerovnomernym
pohybom. Takym pohybom sa pohybuje napriklad vlak pri rozbiehani alebo pri brzdeni. Ak sa
zmeny drahy 4s, prislichajlice navzajom rovnakym ¢asovym intervalom At, postupne zvacsuju,
nerovnomerny pohyb pri rozbiehani vlaku sa nazyva zrychleny pohyb. Ak sa zmeny drahy 4s,
prislichajiice navzajom rovnakym casovym intervalom At, budi postupne zmenSovat,
nerovnomerny pohyb vlaku pri brzdeni sa nazyva spomaleny pohyb.

Skusme teraz spolo¢ne analyzovat pohyb zaciatku vodného luc¢a v dvoch roznych
smeroch - X, y. Ako si mozeme v$imnut’ zo zavislosti x(t) a y(t) (Obr. 1.3), pohyb v smere osi x
je rovnomerny a v smere osi Y je nerovnomerny - na zaciatku spomaleny a v druhej Casti deja
zrychleny. Preco je tomu tak, dozvieme sa v d’al§ich kapitolach pri skiimani pricin pohybu - v
dynamike a pri pohyboch telies v gravitatnom poli Zeme (pdsobiaca sila, ktord ovplyviiuje
pohyb, posobi iba v jednom smere).

1.2.1 Rychlost’ a draha priamociareho pohybu

Pojem rychlost’ pouzivame v beznom zivote ¢asto bez toho, aby sme si uvedomovali, ze
to je fyzikdlna velic¢ina. Z praxe vieme, Ze ked napr. auto prejde uréita vzdialenost’, napr. zo
Ziliny do Bratislavy 200 km za dve hodiny, vypo&itame jeho rychlost’ tak, ked’ uréime drahu,
ktort auto preslo za jednu hodinu. Inokedy zase odmeriame ¢as At = 10 s, za ktory Sprintér,
zabehne drahu 4s = 100 m. Kazdy, kto cestoval autom vie, Ze na 200 km dlhej ceste sa auto
nepohybuje stale rovnako. Na ceste st useky, na ktorych sa auto pohybuje rychlejsie a inde je
jeho rychlost’ obmedzena dopravnou znackou. Podobne je to aj so Sprintérom. Najprv bol pri
Starte v pokoji a az po rozbehu sa mu podarilo dosiahnut’ maximalnu rychlost’.

Rychlost, ktort sme vypocitali pre dvojhodinovy pohyb auta alebo pre desat'sekundovy
beh Sportovca, nazyvame priemerna vel’kost’ rychlosti a definujeme ju ako podiel celkovej
drahy s a ¢asového intervalu, v ktorom sa dany pohyb uskutoc¢nil:

S (1.7)
Vp =—,
t
Jednotku rychlosti v stistave SI ur¢ime podl'a zndmeho predpisu
s] m _ (1.8)
[v,] —u——:m-s !

NORE
Pri opise dopravnych situacii zvykneme vyjadrovat rychlost v jednotkach kilometer
za hodinu (km - h™!).
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Pod tzv. priemernou alebo strednou rychlost'ou v, rozumieme podiel posunutia As v ur¢itom
asovom intervale At a dizky tohto intervalu

As (1.9)

Vo=
POAt
Priemerna rychlost je podla definicie zavisla od dizky &asového intervalu, v ktorom ju uréujeme
a od zmeny drahy v tomto intervale. Velkost priemernej rychlosti rovnomerného pohybu sa v zavislosti
od ¢asu nemeni. Priemernd rychlost nerovnomerného pohybu vyjadruje velkost’ rychlosti
rovnomerné¢ho pohybu, ktorym by teleso preslo rovnako velku drahu za rovnako dlhy ¢as ako
pri pohybe nerovnomernom.

Ak sa ale opytame, ako rychle sa dany objekt pohybuje, mame na mysli rychlost’ telesa
v danom okamihu, to znamena tzv. okamzZita rychlost’. Tu dostaneme z priemernej rychlosti
tak, Zze budeme Casovy interval At, merany od okamihu t, zmenSovat’ az k nule. S poklesom
hodnoty At sa priemerna rychlost’ merana v intervale t + At blizi k istej limitnej hodnote, ¢ize
derivacii vektora posunutia, ktora definuje rychlost’ v okamihu t:

As s (1.10)
m—=—,
At—o At dt

Veli¢iny ds, dt nazyvame infinitezimdlnymi (nekone¢ne malymi) alebo elementarnymi.
Ich fyzikalny vyznam spociva v tom, Ze oznacuju vel'mi malé hodnoty alebo zmeny prisluSnych
fyzikélnych veli¢in. Okamzita rychlosti je vektorovou veli¢inou. Velkost’ okamzitej rychlosti
(alebo velkost’ rychlosti) ma vzdy nezapornu hodnotu a postrada informaciu o smere. To, ¢o
urcuje rychlomer v automobile, predstavuje prave vel'kost’ rychlosti.

Ak vyuZijeme poznatky o diferencidlnych operaciadch a integralnom pocte mdzeme
z0 vSeobecnej definicie rychlosti (1.10) odvodit vztah pre drahu priamociarcho pohybu
hmotného bodu.

V pripade rovnomerného pohybu je rychlost v=vo akedze velkost priemernej
rychlosti sa nemeni, mozno vzt'ah (1.9) upravit’ do tvaru

As=v, At , (1.12)

priCom pre celkovu drdhu prejdent v Case t mézeme pisat’ zndmy vzt'ah (za predpokladu,
ze V case t = 0s bola prejdena draha nulova)

s=V,t. (1.12)

Pozrime sa teraz na graf zéavislosti rychlosti na ¢ase a pokusme sa hl'adat’ isté suvislosti
so vztahom (1.11). Ked’Ze sa jedna o rovnomerny pohyb, grafom zavislosti v = v(t) je tsecka
Vv danom casovom intervale. Ak velkost rychlosti Vo vyndsobime s ¢asom, v ktorom dany
pohyb skimame, dostaneme podl'a vztahu (1.11) prejdenti drahu a podl'a grafu obsah plochy
pod grafom zavislosti v = v(t). Mozno teda konstatovat’, ze draha, ktor teleso pri rovnomernom
pohybe prejde, je imerna velkosti (obsahu) plochy pod grafom zavislosti rychlosti na ¢ase.
Tento vyznamny poznatok je mozné zovSeobecnit’ aj pre nerovnomerné pohyby.
Vo vSeobecnosti si mozno ¢asovl os rozdelit’ na mensie ¢asové useky At, v ktorych moézeme
priemernu rychlost’ vi povazovat za konsStantnll. Hodnotu celkovej prejdenej dréhy s istym
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priblizenim a chybou uréime ako stéet obsahov vietkych obdiznikov so stranami At a vi, ¢o
mozZeme zapisat’
s = VAt. (1.13)

Zmensovanim intervalov na minimum (At—0) sa budeme blizit k skuto¢nej hodnote
prejdenej drahy v danom case, co mozZeme zapisat’

s=>limvAt, (1.14)

At—0

¢o je ekvivalentné zapisu pomocou integralu
s = [ds = [vdt. (1.15)

V pripade rovnomerného pohybu, kedy je rychlost’ stale konstantnd, mézeme podl'a pravidiel
pre integrovanie ju vynat’ pred integral, ¢im dostaneme

s:jds:jvodtzvojdt=v0t+c, (1.16)

kde c je integra¢na konstanta, ktori vypocitame, ak pozname prejdenti drahu v ¢ase t = 0s.
Ak prejdena draha v ¢ase t = 0s bola s = Sp, m6zeme pisat’

s(t=0)=s, =v,0+Cc=>C=s,. (1.17)
V kone¢nom dosledku po upravach dostavame vzt'ah
S=Vot+$,, (1.18)

ktory je znamym vyjadrenim drahy rovnomerného priamociareho pohybu hmotného bodu.
V pripade, Ze v Case t = Os bola draha So = 0m, potom vztah (1.18) prejde na zjednoduseny tvar

S=V,t. (1.19)

Pri naSich analyzach v programe Tracker budeme analyzovat’ prejdenti drahu hmotného bodu
v smere osi x: s = x alebo vsmere osi y: S =y, pricom rychlosti v danom smere buda
charakterizované zlozkami v smere 0si X: V = Vx a v smere 0si y: v = vy. Ked’Zze suradnicova
sustavu je mozné I'ubovol'ne natoc€it, odporii€ame si zvolit’ vzt'azna ststavu tak, aby analyza
bola ¢o najjednoduchsia — zvy€ajne nato¢ime osi v Smere pohybu telesa.

Uloha 1-1:

Analyzujte pohyb viaku a urcéte jeho rychlost’. Pre analyzu pouZite program Tracker a video
vlak.avi.

(dl'z”,ka voziia je 26,40 m, vySka a Sirka okna voziia s ramom je 1,10 m x 1,35 m,

pocet obrazkov za sekundu je 30fps).

RieSenie:


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/01_vlak.avi
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Ako mdzeme vidiet’ z Obr. 1.3, rychlost’ pohybu vlaku (vyjadrent na grafe gul'6¢kami) mozeme
povazovat za priblizne konstantnt (v = 32,3 m.s™! z grafickej zavislosti, zo $tatistiky v = 32,6
m.s1) apohyb vlaku za rovnomerny priamoéciary. Ak teraz porovndme obsah plochy pod
grafom zavislosti rychlosti v ¢asovom intervale od t1 = 0,066 s do ti4 = 0,495 s (Co je hodnota
Vv zItom ramiku area = 14) s prejdenou drahou v danom ¢asovom intervale (4s = Ax = x14 — X1
=14,063m— 0,091 m = 13,972 m = 14 m) zistime, Ze hodnoty su navzajom rovnaké.

Column Properties Regresné krivky Statistika [ | Coordinates [ | Slope Area | Data Builder... " Refresh " Pomoc |
i max| 5,280E-1 3, 299E1 1,515E1
T T T T T T T T T T i min 3,300E-2 3162E1 -9.980E-1
dr T | priemer| 2,805E-1 3,260E1 T06ZED
— e ——v— : sd 1,571E-1 4,441E-1 5,125E0
30+ g i se| 3H28E-2 1,187E-1 1,281E0
: n 16 14 16
a1 {1 [ markers] [v] vl
: lines| [v] [
w0t style —e | s |
>; axis| hariz vert wert
= row t s *®
0 0,033 0,998
1 0,066 32,304 0,051
2 0,095 32,304 1,134
3 0132 32,991 2,223
4 0,165 32,304 3,312
5 0,198 3617 4,355
6 0,231 32,5991 5,398
7 0,264 32,991 6,532
8 0,297 32,304 7,576
9 0,33 32,991 8,664
10 0,363 32,991 9,753
Fit Name: |Priamka Hodnota 11 0,396 32,991 10,842
9155E-1 5 12| 04249 32,304 11,93
Fit Equation: v = a*t + b 3,234E1 13 0,462 32,304 124974
i 14 0,495 32,991 14,063
[v] Autofit  rms dev 4,103E-1 : 15 0,528 15,151

Obr. 1.3 Analyza pohybu Vlaku po priamej drahe
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—o e """ "9 o° iz sd 1,571E-1 5,125E0 4,441E-1
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20} I iyl B e
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= il A row t X 7
0 0,033 -0,998
1 0,066 0,091 32,304
L) g 2 0,099 1,134 32,304
3 0,132 2,223 32,991
5+ 4 0,165 3,312 32,304
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oL 6 0,231 5,398 32,991
) ) } } } } ; ; } 7 0,264 6,532 32,991
0,05 010 015 0,20 0,25 tD,3D 0,35 040 045 050 : 8 0,297 7576 32,304
[t=4,29E-1 %=1,19E1 slope=3,23E1 9 0,33 8,664 32,991
. : 10 0,363 9,753 32,991
Fit Name: Priamka v| | Fit Builder... arameten Hoonols : il plodp LY 2]
a 3,262E1 i 12 0,429 11,93 32,304
Fit Equation: x= a*t + b Ill!' -2,088E0 13 0,462 12,974 32,304
i 14 0,495 14,063 32,991
[v] Autofit  rms dev 1,902E-2 | : 15 0538 15,151

Obr. 1.4 Analyza pohybu vlaku po priamej drahe

Z analyzy pohybu vlaku na Obr. 1.4 mézeme usudit, ze drdha pohybu vlaku sa
rovnomerne zvySovala s casom, o mozno charakterizovat’ rovnicou v analytickom vyjadreni
X(t) = 32,6t — 2,088. To znamena, ze pohyb vlaku je rovnomerny priamociary s rychlost’ou
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vlakuv=32,6 mstav ¢aset=0s bola poloha vlaku xo = -2,088 m (¢o suvisi pri danej analyze
S posunom vzt'aznej sustavy kvoli lepSej analyze rychlosti). V ¢ase t12 = 0,429 s bola na grafe
zavislosti drahy od ¢asu urobena doty¢nica ku grafu, ktorej smernica ma hodnotu 32,3 (slope =
32,3). Ak tato hodnotu porovname s hodnotou rychlosti v danom ¢ase (v (t12 = 0,429s) = 32,304
m.s1), zistime, Ze dané hodnoty st si navzijom odpovedajice. To znamen4, Ze ak na grafe
zavislosti drahy na Case ur¢ime V ktoromkol'vek casovom intervale hodnotu smernice
doty¢nice, uréime zaroven aj rychlost’ pohybu v danom ¢asovom okamihu. Matematicky je
okamzita rychlost’ rovna smernici doty¢nice ku grafu funkcie s = s(t).

1.2.2 Zrychlenie priamociareho pohybu

Rychlost’ pohybu méze byt stala alebo sa mdze menit’. Pohyb, pri ktorom sa rychlost’
meni sa nazyva zrychlenym. O zrychleny pohyb pdjde nielen vtedy, ked’ sa bude menit’ vel'kost’
rychlosti, ale aj vtedy, ked’ sa bude menit’ smer rychlosti. Ako miera pre zmenu rychlosti za
jednotku Casu sa zavadza zrychlenie.

Priemerné (stredné) zrychlenie a~ Vv ¢asovom intervale At je definované

7 - AL V-V, (1.20)

Lo d
—
N
|
—
ik

Podobne ako pri rychlosti, tak aj pri zrychleni dostaneme okamZité zrychlenie tak, ze Casovy
interval At sa bude priblizovat k nule

Av  dv (1.21)

Hovorime, Ze zrychlenie a sa rovna derivacii rychlosti podl'a ¢asu, ¢ize v danom okamihu je
rovné smernici doty¢nice ku krivke v(t) v bode uréenom danym okamihom. Vzhl'adom k tomu,
Ze pri priamociarom pohybe je rychlost rovna derivéacii posunutia podla Casu, mdzeme
zrychlenie a urcit’ tak, ze dané posunutie budeme derivovat’ dvakrat za sebou, o moéZeme
vyjadrit’ nasledovne

, v _d (dsj_dzs (1.22)
Cdt dtldt) dt?

a hovorime, Ze zrychlenie je rovné druhej derivacii drahy s(t) podl'a casu.
Jednotkou zrychlenia v sustave SI je m.s. Zrychlenie ma velkost aj smer, je teda vektorovou
veli¢inou.

1.2.3 Rovnomerne zrychleny pohyb

Vel'mi Casto sa stretdvame s pohybmi, pri ktorych sa rychlost’ meni rovnomerne, ¢ize
zrychlenie je konStantné. Takyto pohyb nazyvane rovnomerne zrychleny. Prikladom takéhoto
pohybu mdze byt rozbeh auta, vlaku, ale aj pad telesa (za urcitych podmienok pri zanedbani
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odporu vzduchu). Obdobnym spdsobom, ako v pripade rovnomerného pohybu, mozeme aj
Vv pripade nerovnomerného pohybu urcit’ v a s zo zrychlenia a rychlosti.

Aby sme sa dozvedeli, ¢o plati pre rychlost’ a drahu rovnomerne zrychleného pohybu,
pokusime sa upravit’ niektoré z predchadzajucich vzt'ahov ((1.21) a (1.22)).
Upravou vztahu (1.21) dostavame

dv =adt. (1.23)

Integraciou oboch stran rovnice dostaneme

jdv =ja dt. (1.24)

Ked'Ze uvazujeme o konstantnom zrychleni, moézeme ho vynat’ pred integral

[av =a [a (1.25)

a nasledovnym vypoctom neurcitého integralu dostavame

v=at+cC, (1.26)

kde c je integracna konstanta. Tato konsStantu uréime z pociatoénych podmienok pre rychlost’
Castice v Case t = 0, kedy je rychlost’ vx = Vox. Dosadenim tejto hodnoty do predchadzajuceho
vztahu, ktory plati pre 'ubovol'ny okamih dostaneme hodnotu integracnej konstanty

v, =Vv(t=0)=a0+c=c. (1.27)

Ziskant hodnotu konstanty ¢ dosadime do vzt'ahu (1.26) a dostavame

v=at+y,. (1.28)

V pripade rovnomerne zrychleného pohybu je zrychlenie a > 0 a pre spomaleny pohyb je a <0
a predchadzajtci vzt'ah prejde na tvar V=V, —at.

Podobnym spdsobom so znalostou pravidiel pre integracny pocet mézeme odvodit’ aj vzt'ah
pre drahu zo vzt'ahu (1.10). Upravou tohto vztahu dostavame

ds=v dt. (1.29)

Integraciou tejto rovnice dostaneme

J'ds =jv dt. (1.30)
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Z predchadzajiceho vysledku pozname vztah pre rychlost’ (1.28), ktora zavisi na Case. Jej
dosadenim za v dostavame

Ids = I(v0 +at )dt. (1.31)

Vyuzijeme jednu z vlastnosti integralov — aditivnost, t.j. integral suctu je rovny suctu
integralov. Ked'Zze pociato¢na rychlost’ Vo je konStantna, mozeme ju vynat pred integral
a nasledne upravit’

Ids =vojdt+ajtdt. (1.32)

Integraciou oboch stran rovnic dostavame

s=1/2at® +v,t+c' (1.33)

kde ¢ je integra¢na konstanta, ktorti uréime z pociato¢nych podmienok pre polohu castice
(v ¢ase t =0s je s = So). Dosadenim do predchadzajuceho vztahu zistime, Ze hodnota konstanty
C ‘= So, ¢ize predchadzajuca rovnica nadobudne tvar

s=1/2at? +v,t+s,. (1.34)

Uloha 1-2:

Analyzujte pohyb viaku, urcte jeho spomalenie viaku.
(dlZka voziia je 24,50 m, vySka a Sirka okna voziia s ramom 0,96 m x 1,27 m, 30fps).
zdroj: brzdenie vlaku.avi

RieSenie:


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/02_vlak_brzdenie.avi
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Column Properties Regresné krivky [ | Statistika [ | Coordinates [ | Slope Area Data Builder... | Refresh | Pomoc

1! markers| [v] [v]
- lines| [v] [v]
style D e —
16 axis| horiz vert vert
14 Fow t W ®

0 0 -1,898
1 0,33 5,367 0,002
2 0,66 ) 1,873
3 0,99 5521 3,744
4 1,32 5,271 5517
5
6
7
g

12
10

£ o8
B 1,65 4875 7,223
4 1,88 4677 8,734
2,31 4,377 10,31
2 2,64 3,68 11,623
0 9 287 3634 12,87
10 3.3 3,034 14,021
: ! : : i 11 3,63 2,784 14,873
i} 0.4 1.0 156 20 26 30 35 40 44 0 45 60 12 3,96 2,589 15,859
13 4,29 18] 16,582
i 14 462 1,691 17,304
] Jori o Parameter Hodnota 15 4,95 1,443 17,83
Fit Name.|Prlamka |v‘ Fit Builder... 1.000ED §§ 16 T T1a4 18267
- O [ [b f,479ED i 17| 5,61 0,796 18,585
Fit Equation: w = a*t+h I i 18 5 ad 18.782
Autofit rms dev 1,228E-1

Obr. 1.5 Analyza pohybu vlaku po priamej drﬁhe pri brzdeni

Ako si mézeme vSimnut’ z grafu zavislosti drahy na Case (Stvorceky), pohyb, ktory vlak
vykondva mdZeme povazovat za spomaleny, navySe z grafu rychlosti na ¢ase mdzeme
konstatovat, ze vlak vykondva rovnomerne spomaleny pohyb so zrychlenim a = - 1 m.s,

Analyticky m6zeme zavislost’ rychlosti vlaku na ¢ase vyjadrit’ rovnicou v(t) = -1t + 6,479,
¢o napoveda, ze v Case, ked’ sme zacali pohyb analyzovat’ (t = 0s) mal vlak vel'kost’ rychlosti
Vo = 6,479 m.s. Obsah plochy pod zavislostou rychlosti na ¢ase nas informuje o tom, Ze za
Cas At = t1g — t1 = 5,28s — 0,33s presiel vlak drahu s = 18,3m (area = 18,3), ¢o odpoveda
prejdenej drahe v case At = 5,285 — 0,33s = 4,95s (4s = Ax = X16 — X1 = 18,257m — 0,002m =
18, 255m = 18,3m).

Na Obr. 1.6 je prevedena analyza zavislosti prejdenej drahy pri brzdeni vlaku od ¢asu.
Ako z matematickej analyzy daného pohybu vyplyva, zavislost’ drahy na ¢ase pri brzdeni vlaku
mozeme popisat’ rovnicou s = -0,5067t? + 6,54t — 2,144 = 15.1,0134t>+ 6,54t — 2,144. Dany
pohyb povazujeme teda za rovnomerne spomaleny so zrychlenim a = -1,0134m.s?
a pociato¢nou rychlostou Vo = 6,541m.s (¢o odpoveda analyze predchadzajiiceho grafu).
V case t = 0s bola poloha vlaku xo (to = 0s) = -1,999m (hodnota v tabul’ke nameranych hodnot,
z fitovania matematickej zavislosti So = ¢ = -2,144 m). V case t13 = 4,29 s bola na grafe
zavislosti drahy od ¢asu urobena doty¢nica ku grafu, ktorej smernica ma hodnotu 2,19 (slope =
2,19). Ak tuto hodnotu porovname s hodnotou rychlosti v danom case (v (t13 =4,29s) = 2,19ms
1y, zistime, Zze dané hodnoty st si navzajom odpovedajuce. Takymto spdsobom je mozno
v ktoromkol'vek ¢ase ur€it’ okamzit rychlost’ pohybu vlaku ako smernicu doty¢nice ku grafu
zavislosti drahy na Case.
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Obr. 1.6 Analyza pohybu vlaku po priamej drahe pri brzdeni

Derivaciou drahy podla casu dostaneme funkénu zavislost' rychlosti a naopak,
integraciou rychlosti dostaneme zavislost’ drahy ako funkciu ¢asu. Vo vSeobecnosti, ak je jedna
fyzikalna veli¢ina vyjadrena ako derivécia druhej, tak zase druhti je mozné ziskat’ integrovanim
funkénej zavislosti prvej veli¢iny. Takyto postup sa nevzt'ahuje len na rieSenie pohybov
v kinematike, ale sa uplatiiuje prakticky pri vzajomnych vztahoch vsetkych fyzikalnych
velicin.

Treba vSak pripomentt’, ze odvodené rovnice (1.28) a (1.34) platia iba pre rovnomerne
zrychleny priamociary pohyb. Symbol So predstavuje drahu hmotného bodu prejdent v Case
t = 0s a rychlost Vo je rychlost’ v &ase t = 0s. V pripade, Ze zrychlenie a = 0m.s2 potom vztah
(1.34) prejde na tvar (1.18), resp. ak v ¢ase t = Os bola draha so=0 tak na tvar (1.19), ¢o su
vztahy pre rovnomerny priamociary pohyb hmotného bodu pohybujiceho sa konsStantnou
rychlostou vo. Tiez, ak zrychlenie bolo nenulové a pociato€na rychlost’ a draha bola nulova
(Vo= 0ms™, so=0m), tak dostdvame vzt'ah pre drahu rovnomerne zrychleného pohybu

s=1/2at? . (1.35)

Obdobnym sposobom, ako bol analyzovany pohyb vlaku, mo6Zeme urobit’ aj analyzu
pohybu padajiceho telesa, ibaze tento raz budeme analyzovat pohyb v smere 0si y, pricom
pri analyzach budeme vyuzivat' y-ovii stradnicu: S = y apre popis rychlosti v = vy
(pri zachovani natocenia suradnicovej sustavy). Ked'ze je mozné suradnicovi sstavu natacat’
I'ubovolnym sposobom, je na samotnom Studentovi, ako si dant sustavu natoci a aké zlozky
bude analyzovat'.

Uloha 1-3:

Analyzujte pohyb padajiicej lopticky, urcte hodnotu jej zrychlenia.
(dliZka meradla: 1 m, hmotnost’ lopti¢ky: m = 2,5 g), zdroj: volny pad.avi (30fps).


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/04_volny_pad.avi
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RieSenie:

Ked'Ze padajuca gul'dcka sa pohybuje v zapornom smere osi y, hodnoty polohy a rychlosti
Vv danom smere nadobudaju zaporné hodnoty. Z prvého grafu zavislosti drahy na ¢ase mézeme
usudzovat, ze sa jedna o pohyb nerovnomerny a zrychleny, graf zavislosti rychlosti od ¢asu
potvrdzuje, ze dany pohyb je rovnomerne zrychleny. Obdobnou analyzou, aka bola urobena
v predchadzajucom priklade sa mézeme dopracovat’ k analytickym vyjadreniam casovych
zavislosti drahy a rychlosti a taktiez aj k hodnote zrychlenia, ktoré je charakteristicka pre dany

typ pohybu.
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Obr. 1.7 Analyza pohybu padajiiceho telesa

volny_pad
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Obr. 1.8 Analyza rychlosti pohybu padajuceho telesa
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Z analyzy rychlosti pohybu vol'ne padajiceho telesa vyplyva, ze pohyb vol'ne pustenej
gul'6¢ky je rovnomerne zrychleny so zapornym zrychlenim a = -9,812 m.s2. Zavislost’ rychlosti
na ¢ase mézeme charakterizovat rovnicou v(t) = -9,812t — 0,0147, z obsahu plochy pod grafom
zavislosti rychlosti na ¢ase vyplyva, Ze prejdena draha v danom ¢asovom intervale At = t14 — t1
= 0,462s — 0,033s = 0,429s je 1,05 metra (resp. 4s = Ay = yia—y1 = |-1,052 — (-0,005)| =
1,047m z nameranych dat v tabul’ke).

volny_pad
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Obr. 1.9 Analyza drahy pohybu padajﬁceho telesa

Zavislost’ drahy na Case volne padajuceho telesa na Case (1.34) moZeme popisat
rovnicou s(t) = y(t) = -4,906t — 0,01239t — 0,0005581, ¢o mozeme prepisat’ do tvaru s(t) = y(t)
= -%. 9,812t — 0,01239t — 0,0005581. Pohyb volne pustenej gul'deky (v kratkom ¢asovom
intervale, kedy eSte mo6zZeme zanedbat’ odpor vzduchu) mézeme opit’ podl'a predchadzajuce;j
analyzy povazovat za rovnomerne zrychleny pohyb so zapornym zrychlenim a = -9,812 m.s.
Zistenim smernice doty¢nice ku grafu zavislosti drahy od ¢asu v ¢ase ts = 0,198 s, bola ur¢ena
hodnota okamzitej rychlosti v(0,198s) = -1,94 ms, ¢o odpoveda hodnote uréene;j z tabul’ky vye
= - 1,939 ms'%. Dany pohyb moZno povazovat' za volny pad, ked’ze d = g = 9,81 m.s2 Co sa
pociato¢nej rychlosti a drahy tyka, tie by v pripade vol'ného padu mali byt nulové; po
zaokruhleni ¢isel na prvu platnu ¢islicu st hodnoty pociato¢nej rychlosti aj drahy vel'mi blizke
nule. Viac o podobnych pohyboch realizovanych v blizkosti zemského povrchu (v gravitaénom
poli Zeme) sa dozvieme v kapitole Gravita¢né pole (4).

1.3 Dvojrozmerny pohyb

Po predchadzajucej analyze pohybu v jednom smere (na priamke) mozno nase tivahy
rozsirit’ na pohyb, ktory sa uskuto¢nuje v dvoch smeroch. NajdolezitejSie pojmy tykajice sa
popisu pohybu budu analogické s tymi, ktoré sme odvodili v predchddzajtcich ¢astiach, avSak
rozsirené za pomoci vektorovej algebry do roviny.

Podiel

AF . (1.36)
At P
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definuje priemernu rychlost hmotného bodu. Matematicky mdézeme zmensSovanie ¢asového
intervalu vyjadrit’ pomocou limity a naslednej derivacie polohového vektora podla ¢asu

. AF dr (1.37)
im—=—.
At—0 At dt

Rychlost’ ¥ je v tomto vyjadreni okamzitou rychlost'ou hmotného bodu v ase t a smer rychlosti
ma smer doty¢nice ku trajektorii pohybu. Vztah (1.37) je analdgiou vztahu (1.10), ale zaroven
je jeho zovSeobecnenim pre pohyby v trojrozmernom (dvojrozmernom) priestore. (Ked'ze
v programe Tracker budeme analyzovat’ pohyby v rovine, vysta¢ime si s dvoma rozmermi.)
Zavedené veli¢iny d7 a dt su elementarnym vyjadrenim polohového vektora a asu.

Pre dvojrozmerny suradnicovy systém s vektorom # uréenym pomocou dvoch zloZiek
prejde vzt'ah pre rychlost’ (1.37) do tvaru

_df dx- dy- (1.38)
V=—=—"i+—2].
dt dt dt

Ak zavedieme vel'kosti zloZiek vektora rychlosti pre jednotlivé smery nasledovne

dx dy (1.39)
VX = ) Vy =, ’
dt dt
dostavame pre celkovi rychlost’
V=Vi+V,]. (1.40)

Velkost rychlosti je uréena absolitnou hodnotou

o=V ;. -

V pripade pohybu hmotné¢ho bodu rychlostou vo len v jednom smere napr. v smere osi X st
zlozky rychlosti v ostatnych smeroch vy = 0. Potom vo vztahu (1.40) pre zlozku rychlosti
nahrddzame vx= Vo a zlozku vektora X mézeme nahradit’ drédhou S. Dostavame tak skalarny
vztah pre rychlost’ priamoc¢iareho pohybu vyjadreny ako derivaciu drahy podla €asu, Co je
vztah (1.10).

Predpokladajme v d’alSom, ze rychlost” pohybu nezostava konStantna ako v pripade
rovnomerné¢ho pohybu, ale sa meni s ¢asom. Takyto pohyb sme oznacili ako nerovnomerny.
Nech sa hmotny bod v ¢ase t1 pohybuje rychlost'ou vi a v ¢ase t2 rychlost'ou vo. Pomer zmeny
rychlosti v ¢asovom intervale vyjadruje zrychlenie uz zadefinované vztahom (1.21). Avsak
vztah (1.21) je opat definiciou zrychlenia len pre pripad priamociareho pohybu.
Pre zovSeobecnenie definicie zrychlenia v priestore je potrebné upravit vztah pre
dvojrozmerny stradnicovy systém. Ak uvazime dvojrozmerny siradnicovy systém s vektorom
7 urenym pomocou dvoch zloZziek, potom zrychlenie mdzeme vyjadrit’ s vyuzitim vztahu
(1.21) analogicky, ako sme to urobili pre rychlost’ v predchadzajicej Casti
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v dv, .. dv, - (1.42)
—_ _|__

Ak uvazime vztahy pre velkosti zloziek rychlosti (1.39), tak zrychlenie je mozné vyjadrit’ ako
druhu derivaciu polohového vektora podl'a casu

d’x. d?y - (1.43)

a= 1+ .
dt? dt? )

Velkosti zloziek vektora zrychlenia zavedieme nasledovne

dv, _ dv, (1.44)

a. = =1
X a7 dt

a pre celkové zrychlenie potom dostavame

d=ai+a,j. (1.45)

Velkost zrychlenia je uréena absolutnou hodnotou

a]=/a; +a; . (1.46)

Vratme sa eSte na koniec tejto Casti k analyze pohybu vodného luca fontany, ktory
urobime v rovine X, y (v smere osi z sa dany pohyb nerealizuje). Ako si mézeme vSimnut’,
poloha zaciatku vodného luc¢a v smere 0si X rovnomerne narasta (menSie modré Stvorceky),
zavislost’ polohy X na ¢ase mozeme priblizne charakterizovat’ rovnicou x(t) = -2,7t + 0,052,
a teda pohyb v danom smere mézeme povazovat za rovnomerny (s rychlostou vx = 2,7 m.s™?,
znamienko — hovori o pohybe v zapornom smere osi X). Poloha vodného lica v smere osi y
najprv narasta, potom sa zmensuje (vicSie Cervené Stvorceky), preto pohyb v tomto smere
povazujeme za nerovnomerny. Matematickou analyzou moZno dany pohyb popisat’ vztahom
y(t) = -1/2.9,67t2 + 7,13t — 0,0054, z &oho vyplyva, Ze zrychlenie tohto pohybu je konstantné
a smeruje dole v zapornom smere osi Y, t.j. ay = -9,67 m.s?= g. Rychlost pohybu v danom
smere mozno charakterizovat’ rovnicou Vy(t) = 6,96 — 9,41t, priCom z daného vyjadrenia
a grafickej zavislosti vy(t) (gul'6cky) vyplyva, ze pri stipani vodného luca je rychlost’ kladna
a zmensuje sa z rychlosti priblizne vy(0) = 7 ms™ az na nulu (vy(0,74s) = 0 ms™) a potom velkost’
(z&pornej) rychlosti narasta.
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Obr. 1.10 Analyza pohybu vodného lica fontany

1.4 Krivociary pohyb, pohyb po kruZnici

V prechadzajlcej Casti boli odvodené vztahy pre pripad priamociareho rovnomerného
arovnomerne zrychleného pohybu. Trajektoria takéhoto pohybu bola Cast’ priamky. Tieto
vztahy boli potom zovSeobecnené na pohyb v priestore s pouzitim vektorového zapisu.
Ak zavedieme jednotkovy vektor T orientovany v smere dotyénice ku krivke, mdZeme potom
rychlost’ vyjadrit’ ako skalarny nasobok velkosti rychlosti v a jednotkového vektora T

g_dr_ (1.47)
dt

Analyzou vztahu (1.47) podla skalarnej veli¢iny v dostdvame nasledujuce druhy pohybov
podla velkosti rychlosti

a) v = konstanta, => rovnomerny pohyb,

b) v # konstanta, => nerovnomerny pohyb
a rozborom z pohladu vektora 7 vystihujiceho smer pohybu dostavame d’alSie rozdelenie

C) T = konstanta, => priamociary pohyb,

d) 7 # konstanta, => krivociary pohyb.
Kombinéciou tychto moznosti ziskame Styri zdkladné druhy pohybu, rovhomerny priamociary,
rovnomerny krivociary, nerovnomerny priamociary, nerovnomerny krivociary. Na popis
priamociarych pohybov vystac¢ime s jednorozmernym suradnicovym systémom, kym v pripade
krivoc¢iarych pohybov je potrebny popis s dvoma stiradnicami pre pohyby v rovine resp. troma
stradnicami pre pohyby v priestore. Predmetom tejto kapitoly bude rozbor z pohl'adu smeru
pohybu.

Vel'ka variabilita krivo¢iarych pohybov neumoziiuje univerzalnym spdsobom popisat’
vsetky krivociare pohyby, a preto sa v tejto kapitole nasa pozornost’ zzi len na $pecialny pripad
krivo¢iareho pohybu, konkrétne pripad pohybu po kruznici, ktory taktieZ nazyvame otdcavy
alebo rotacny pohyb. Analogicky s priamoc¢iarym pohybom (patri medzi posuvné (translacné)
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pohyby), ktory je charakterizovany drahou S, rychlost'ou ¥ a zrychlenim @ mozeme aj pohyb
po kruZnici charakterizovat’ orientovanym uhlom e, vektorom uhlovej rychlosti @ a vektorom
uhlového zrychlenia €. Kym v pripade priamociareho pohybu sme mohli s drahou, rychlostou
a zrychlenim pracovat’ ako so skalarnymi veli¢inami, tak v pripade pohybu po kruZnici st
spominané veli¢iny vektormi.

Uvazujme teraz o pohybe hmotného bodu, ktory sa otaca okolo pevnej osi 0 (Obr. 1.11).
Odrazové sklicko na bicykli opiSuje pri ota¢avom pohybe za dany ¢as rovnaky uhol. (Naproti
tomu pri posuvnom pohybe vsetky body telesa sa pohybujt po trajektoriach rovnakého tvaru,
napr. po priamkéch pri priamociarom pohybe a vV danom ¢asovom intervale prejdii rovnaka
vzdialenost.) Uhol « charakterizuje oblik opisany sprievodicom rotujuceho hmotného bodu
(odrazové skli¢ko) so stredom kruhovej trajektorie. Ak pozname dizku oblika s, ktord hmotny
bod za ¢as t urazil a polomer kruznice, po ktorej sa pohybuje je R, pre velkost’ uhla a plati

s (1.48)

Hodnoty takto definovaného uhla sa udavaji v oblukovej miere, t.j. v radidnoch (rad).
Niekedy sa v8ak mozeme stretnat’ aj so zadanim uhla v stupnoch, pricom plati prevod

1 plny uhol = 360° = %’R _ 2 rad, (1.49)

odtial’ potom dostavame

1 rad =57,3°=0, 159 pIného uhla . (1.50)

Ak teraz chceme skiimat’ otd¢avy pohyb, znamena to skiimat’ ¢asovl zavislost’ uhla otoCenia
hmotného bodu, ¢ize a = a(?). Ak sa uhol oto¢enia hmotného bodu v ¢ase t meni z hodnoty
a1(t1) na hodnotu ax(t2), potom pod etoéenim hmotného bodu rozumieme v danom ¢asovom
intervale veli¢inu 4a, ktora je definované vztahom

do=o02—0a . (1.51)

Otocenie Aa rotujiceho hmotného bodu nadobuda kladné hodnoty, ak sa dany bod otaca
V smere rastuceho uhla, t.j. proti smeru pohybu hodinovych ruci¢iek. Pri ota¢ani v smere
klesajucich hodndt uhla otocenia nadobuda zaporné hodnoty. (Otocenie v zmysle vektorovej
algebry nie je vektorovou veli¢inou, pretoze skladanie otoCeni nie je komutativne (pri zmene
poradia dvoch otoceni knihy o uhol 90° v réznych smeroch nedostaneme knihu do tej istej
polohy). Pri infinitezimalnych oto¢eniach da v§ak mdze byt’ pokladané za vektorovu veli¢inu.)
Nech v ¢ase t1 je uhol otocenia hmotného bodu a1 a Vv Case t2 je uhol otocenia az. Priemernd
uhlova rychlost’ hmotného bodu v casovom intervale A¢ = t — 11 je definovana vztahom

— oa,—o Ao
w = = —
[ At

(1.52)

kde Ao predstavuje oto¢enie hmotného bodu v ¢asovom intervale Az.
(OkamZita) uhlova rychlost’ @ je limitou priemernej uhlovej rychlosti vyjadrenej
vzt'ahom (1.50) pri poklese veli¢iny 4¢ k nulovej hodnote, t.j.
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. . Ao da (1.53)
w=Ilim—=—.
At—0 At dt

Jednotkou uhlovej rychlosti je rad.s? (alebo 1s?, pripadne otacky/s). V pripade, Ze uhlova
rychlost’ rotujuceho bodu nie je konsStantnd, dany bod ma nenulové uhlové zrychlenie.
Ak uhlova rychlost’ v ¢ase t1 je w1 av Case t2 je w2, potom priemerné uhlové zrychlenie
hmotného bodu v ¢asovom intervale 47 je definované vztahom

. 0, — 0, _& (1.54)
t, -t At
kde Aw predstavuje zmenu uhlovej rychlosti hmotného bodu v danom ¢asovom intervale Az.

(OkamZité) uhlové zrychlenie € je limitou priemerného uhlového zrychlenia pri poklese At
k nulovej hodnote, t.].

. A® d& (1.55)
g=Ilm——=—.
At—0 At dt

Jednotkou uhlového zrychlenia je rad.s? (alebo 1s, pripadne otacky/s™).

Uhlova rychlost’ a uhlové zrychlenie su vektorové veli¢iny, to znamena, ze vztahy (1.53)
a (1.55) mozeme zapisat’ aj vo vektorovom tvare, pricom orienticia vektorov @, & je totozna
a je ur¢ena podla pravidla pravej ruky. Vektory maji smer kolmy na rovinu danti pohybom
S orientaciou nahor, resp. nadol v zavislosti na smere pohybu hmotného bodu.

Okrem tychto veli¢in moze byt pohyb po kruZnici popisany aj pomocou obvodove;j
rychlosti ¥. Smer vektora obvodovej rychlosti je doty¢nica ku kruznici v danom mieste, ¢ize sa
nachadza v rovine kruzZnice.

Podobnym spdsobom ako v pripade priamociareho pohybu mo6zZzeme odvodit’ vztah pre
uhol auhlova rychlost’ rovnomerne zrychleného pohybu po kruznici. V takom pripade je
zrychlenie ¢ konstantné, smery vektorov uhlového zrychlenia a uhlovej rychlosti su zhodné
a vztah (1.55) sa da prepisat’ nasledovne

do=¢dt. (1.56)
Uhlova rychlost’ rovnomerne zrychleného pohybu je potom po zintegrovani vzt'ahu (1.56) dana
zapisom

=0, +&. (1.57)
V pripade rovnomerne zrychleného pohybu po kruZnici je zrychlenie £> 0 a pre spomaleny
pohyb je £<0. Pre vyjadrenie opisaného uhla rovnomerne zrychleného pohybu po kruznici

vyuzijeme zakladny vztah pre vyjadrenie uhla (1.53) a pouzijeme odvodeny vzt'ah (1.57).
Nésledne dostaneme

[da = [(, + 1) (5

a d’al§im zintegrovanim dostavame pre uhol rovnomerne zrychleného pohybu vztah
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(1.59)

1
azao+a)0t+55t2-

Tento vzt'ah je vSeobecnym vyjadrenim uhla rovnomerne zrychleného pohybu po kruznici.
Symbol a predstavuje uhol prejdeny v case t=0s a ao je uhlova rychlost v Case t=0s.
Vo vsetkych predchadzajiacich vzt'ahoch je vidiet’ analogiu veliCin a vztahov s priamociarym
pohybom, na ¢o poukazuje aj Tab. 1.1.

Tab. 1.1 Analégia veli¢in a vztahov pre pohyb po kruZnici a priamoc¢iary pohyb

Pohyb po kruZznici Priamociary pohyb
a 7
w U
£ a
. da _dar
o=— V="
dt dt
. do __av
E=— a=—
dt dt
w=0,+d vV=y,+at
a=w0t+£et2 s:vot+lat2
2 2
1., 1 .
a=a0+a)0t+58t SZSO+VOt+Eat

Uloha 1-4:

Analyzujte otacavy pohyb kolesa (odrazového sklicka). Urcte uhlovu rychlost’ otdicania
kolesa, urcte uhlové zrychlenie pri brzdeni kolesa.

(di¥ka meradla: 1 m).

zdroj: koleso.avi (30 fps),

RieSenie:

Poktsme sa teraz spolocne tak ako v predchadzajtcej Casti analyzovat’ pohyb hmotného
bodu po kruznici. Na Obr. 1.11 je zaznamenany pohyb odrazového sklicka na kolese bicykla.
Matematickou analyzou grafov danych pohybov (Obr. 1.12, Obr. 1.13) mézeme ustdit’ s istou
presnostou, ze sa jedna o rovnomerny otacavy pohyb, pricom velkost priemernej uhlovej
rychlosti je w = 11,8 rad.s. Uhol oto¢enia v ¢ase t moézeme popisat’ rovnicou o(t) =0 = 11,8t
+ 0,127. Obdobnou analyzou ako v predchadzajucom pripade analyzy priamociarych pohybov
modzeme urcit’ uhol otoc¢enia v istom ¢asovom okamihu ako obsah plochy pod grafom zavislosti
uhlovej rychlosti v danom ¢asovom okamihu (Obr. 1.12 — obsah vyznacenej plochy je 12
jednotiek, ¢o odpoveda uhlu otocenia vo vyzna¢enom ¢asovom intervale da = 46 = (18 — 6)
rad = 12 rad .) (V Trackeri je mozné zvolit aj stupne.)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/03_koleso.avi
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Obr. 1.11 Analyza pohybu odrazového skli¢ka na kolese bicykla
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Obr. 1.12 Grafy zavislosti uhlovej rychlosti (gul’6¢ky) a uhla
¢asu, analyza uhlovej rychlosti

otoCenia (Stvorceky) od

Obdobnou analyzou grafu zavislosti uhla oto¢enia na ¢ase mozno v ktoromkol'vek okamihu
ur€it’ uhlova rychlost’ ako smernicu dotyénice ku grafu v danom bode (Obr. 1.13 — v ase t =
0,40s mé smernica dotyénice hodnotu 12,4 rad.s™, ¢o odpoveda uhlovej rychlosti v danom Gase
uréenej z tabul’ky: w(0,40s) = 12,385 rad.s™).
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Obr. 1.13 Grafy zavislosti uhlovej rychlosti (gul’6¢ky) a uhla otocenia (Stvorceky)
od ¢asu, analyza uhla otocenia
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Obr. 1.14 Analyza pohybu odrazového sklicka na kolese bicykla pri brzdeni kolesa

ax

Na Obr. 1.14 je znazornena analyza pohybu odrazky na kolese bicykla pri jeho brzdeni.
DetailnejSou analyzou ¢asovych zavislosti mozno usudit’ (Obr. 1.15, Obr. 1.16), Ze sa jedna
0 rovnomerne spomaleny ota¢avy pohyb, ktory mozno popisat’ rovnicami w(?) = -8,029t +
9,765 aa(t) = 6(t) = -1/2. 8,35t> + 9,996t + 2,299, pricom velkost uhlového zrychlenia je
priblizne rovna & = 8 rad.s® auhlova rychlost na za¢iatku brzdenia kolesa mala hodnotu
priblizne @ = 10 rad.s. Aj v pripade tohto pohybu mozno v ktoromkol'vek okamihu uréit
uhlov rychlost’ ako smernicu doty¢nice ku grafu v danom bode (Obr. 1.16 — v ¢ase t = 0,20s
ma smernica doty¢nice hodnotu 8,07 rad.s?, ¢o odpoveda uhlovej rychlosti v danom &ase
uréenej z tabulky: w(0,20s) = 8,071 rad.s™*) a uhol oto¢enia v danom ¢asovom intervale ako
obsah plochy pod krivkou zavislosti uhlovej rychlosti na ¢ase (Obr. 1.15 - obsah vyznacenej
plochy je 5,64 rad, ¢o odpoveda uhlu otocenia vo vyznacenom ¢asovom intervale At = t37 — 1
=1,221s - 0,033s = 1,188s: da = 46 =037 — 61 = 8,303 rad — 2,661 rad = 5,642 rad ).
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Obr. 1.15 Grafy zavislosti uhlovej rychlosti (gul’6¢ky) a uhla otocenia (Stvorceky)

od ¢asu, analyza uhlovej rychlosti
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Obr. 1.16 Grafy zavislosti uhlovej rychlosti (gul’6¢ky) a uhla otocenia ($tvorceky)

od ¢asu, analyza uhla otocenia

1.4.1 Vztah obvodovej a uhlovej rychlosti

Na odvodenie vzt'ahu, ktory vyjadruje vzajomny stvis medzi obvodovou a uhlovou
rychlostou, pouzijeme zakladnt definiciou uhlovej rychlosti (1.53) a stivis medzi opisanym
uhlom « a prejdenou drahou, ktort v tomto pripade predstavuje obluk s (vzt'ah (1.48)).
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Dosadenim rovnosti (1.48) za «a do vztahu (1.53) dostavame

e (1.60)
da (R) _1ds

dt  dt Rdt’

kde ?:v je uz znama definicia okamzitej rychlosti posuvného pohybu. Po dosadeni
t

dostavame vztah medzi uhlovou a obvodovou rychlostou v skalarnom tvare

(1.61)

v
aw=—-
R

(Este elegantnejsie je mozné dopracovat’ sa k tomuto vzt'ahu priamo derivaciou vzt'ahu (1.48)
podl’a ¢asu, o uz ponechavame na samotnom ¢itatel'ovi.) Z predchadzajuceho vzt'ahu vyplyva,
ze aj ked’ sa vSetky Casti telesa otdcajuceho sa okolo vlastnej osi otadcaji rovnakou uhlovou
rychlost’ou, Castice telesa, ktoré obiehaji vo vicsej vzdialenosti R od osi otac¢ania, pohybuju sa
aj vacSou obvodovou rychlostou v. Predchadzajuci vztah vSak nevystihuje smer rychlosti,
hovori iba o velkosti obvodovej rychlosti. Vo vektorom tvare je vysledny vztah
charakterizujtci sivis medzi obvodovou a uhlovou rychlostou dany zapisom

V=wxR. (1.62)

1.4.2 Perioda a frekvencia rovhomerného pohybu po kruznici

V pripade rovnomerného ota¢avého pohybu telesa po kruznici stalou uhlovou
rychlostou je podla vztahu (1.61) ¢asovo nepremennd obvodova rychlost’ kazdej Castice
telesa. Vtedy vykona kazdy hmotny bod telesa jeden obeh po kruznici za rovnaky Casovy
interval. Cas, za ktory vykond hmotny objekt jeden obeh po kruznici rovnomernym pohybom
sa nazyva perioda (T). Doba obehu je pre vSetky Castice otacajiiceho sa telesa rovnaka.
Jednotkou periody je 1s. Peridda je vyjadrena vztahom

T - 27R 1 (1.63)
v

z ktorého je zrejme, Ze je podielom dizky kruhovej trajektorie hmotného bodu (2zR) a jej

obvodovej rychlosti v. Po dosadeni vztahu (1.61) do tejto rovnice dostaneme

T_27. (1.64)
(4]

Okrem perioédy sa pre rovnomerné pohyby po kruznici zavadza aj d’alSia fyzikalna veli¢ina
frekvencia (f). Frekvencia je definovana ako pocet obehov hmotného bodu rovnomernym
pohybom po kruZnici za jednotku casu. Matematicky je vyjadrena ako prevratena hodnota
periody

L (1.65)
=
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Jednotkou frekvencie je 1s?= 1Hz (Hertz). Pomocou tychto zavedenych veli¢in je mozné
vyjadrit uhlovu rychlost’. Ked’ze perioda a frekvencia popisuju vyhradne rovnomerné pohyby,
tak aj vztah pre uhlovu rychlost’ (1.53) sa moze zjednodusit’

=

a (1.66)
3

Jeden obeh po kruznici zodpoveda uhlu =27 acas t=T. Po dosadeni vztah (1.66) prejde
ha tvar

oo 27, (1.6
T
alebo po dosadeni vzt'ahu (1.65) na tvar
w=27f . (1.68)

1.4.3 Tangencialne a normalové zrychlenie

Podl'a zakladnej definicie zrychlenia v priestore (1.42) je zrychlenie vektorova veli¢ina
vyjadrend ako casovad zmena vektora rychlosti. Ak do6jde k Casovej zmene rychlosti je potom
zrychlenie nenulové. Tato zmena rychlosti méze byt reprezentovana bud’ zmenou jej vel’kosti
alebo jej smeru. V predchadzajucej kapitole sme analyzovali priamociary pohyb, pricom sme
neuvazovali 0 zmene smeru rychlosti. V pripade pohybu po kruznici sa v§ak tato zmena smeru
rychlosti neda zanedbat. Zmenu smeru rychlosti bude popisovat normdlové (radidlne)
zrychlenie @, azmenu jej velkosti tangencidlne zrychlenie a;. Ich orientaciu na kruznici
znazornuje Obr. 1.17. Kym vektor tangencialneho zrychlenia a; je doty¢nicou ku kruhovej
trajektorii pohybu v danom mieste, tak vektor normalového zrychlenia an ma smer do stredu
kruznice. Celkové zrychlenie potom moZeme vyjadrit’ ako vektorovy sucet obidvoch zrychleni

d=3+4 (1.69)

alebo v pripade urcenia len velkosti celkového zrychlenia
la|=v/aZ +a? . (1.70)

Odvod’'me teraz vztahy pre tangencidlne a normalové zrychlenie, priCom vyuZijeme
vSeobecnt definiciu zrychlenia v priestore (1.42) a pouzijeme prepis vektora rychlosti ako
suCin velkosti rychlosti vyjadrenej skalarom v asmeru charakterizovanom jednotkovym
vektorom (1.47)

~_dv_d(vz) (1.72)

Podl'a pravidiel pre derivovanie sucinu je mozné upravit predchadzajuci vztah (1.71)
na nasledujuci tvar
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_ dv. df (1.72)
a=—7T+V—.
dt dt

Prva cast vztahu (1.72) charakterizuje zmenu velkosti rychlosti, ateda predstavuje
tangencialnu zlozku zrychlenia, pricom za rychlost mézeme dosadit’ vzt'ah (1.61), ¢ predstavuje
uhlové zrychlenie. Druhd cCast’ vyjadruje zmenu smeru rychlosti a predstavuje normalova
zlozku zrychlenia

5=z _rI?%z Rz, (1.73)
dt dt
"~ Var T R

kde p je jednotkovy vektor smerujici do stredu kruznice. Urcenie tangencialneho zrychlenia
podla vztahu (1.73) je potom analogické urCeniu zrychlenia priamociareho pohybu.
Pre celkové zrychlenie s dosadenim predchadzajicich vztahov pre tangenciilne zrychlenie
(1.73) a normalové zrychlenie (1.74) dostavame

dv . v 1.75
\% Vp_ ( )

Vztah (1.75) je vyjadrenim celkového zrychlenia hmotného bodu pohybujiceho sa
po kruznici s polomerom R. V pripade rovnomerného pohybu po kruznici je tangencialne
zrychlenie nulové a normalové zrychlenie konStantné. A zase v pripade rovnomerne
zrychleného pohybu po kruZnici je tangencidlne zrychlenie konStantné a normalové zrychlenie
narastd s druhou mocninou obvodovej rychlosti.

Uloha 1-5:

Analyzujte otacavy pohyb odrazového sklicka a bieleho kruhu na otacajiicom sa kolese. Urcte
uhlovu a obvodovii rychlost’ otacania odrazového sklicka, kruhu a navzdjom ich porovnajte.
Co plati pre uhlové zrychlenie pri rozbehu a brzdeni kolesa?

(dizka meradla: 1 m, 120 fps).

zdroj: koleso 120.avi

RieSenie:

Pre analyzu pouZijeme Casové zavislosti obvodovej a uhlovej rychlosti odrazového
sklicka a bieleho bodu, cCasovu zavislost' uhlovej rychlosti. Program Tracker umoznuje
vzajomné porovnanie viacerych hmotnych bodov (odrazové skli¢ko a biely bod), ¢o umoziuje
priamo odpovedat na zadané otazky. Zaujimavé je taktiez sledovat vektor zrychlenia
rozbiehajicich sa hmotnych bodov a ich smer a velkost’ v zavislosti od pdsobiacej sily (dotyk
ruky s kolesom) a rychlosti kolesa. Dant analyzu a skiimanie smeru a velkosti okamzitého
zrychlenia, aplikaciu vzt'ahov (1.73), (1.74) ponechavame na samotnom Citatel'ovi.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/03_koleso_120.avi
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Obr. 1.17 Analyza rozbehu kolesa, obvodovej a uhlovej rychlosti a zrychlenia
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Dalsie rieSené tilohy:
Uloha 1-6:

Odhadnite rychlost’ strely vystrelenej 7 pistole.
(priemer naboja je 9 mm, pocet obrazkov za sekundu je 40000 fps).
zdroj: PIST5.avi.

RieSenie:
Analyzou x-ovej vychylky v Case a urCenim smernice doty¢nice (Obr. 1.19) sa
dopracujeme k priemernej rychlosti 316 m/s.

= B 2| B 'w- || Kot = 8 | Q3sew | ooy | N o A A | A A = e
v —|—os| origin pixel position x|42 50 y|76,50 uholodvodorovnej Momentalne dostupna:verzia 4.90 vyuZivana pamat: 21MB o 247MB
4 —
¥| k= araf | © naboj v‘ []sync =
naboj (t, x) :
0,06
= 004}
002
005101520 3
L x1o®
x10° naboj (t, vx)
P e s
o 2_/&—-—-\_
1 -
oL
0 05101520 ~l
ax
Taburka | © naboj|v| &
t X Yy
0| 0,006}
0 0,011 215,714
0 0,016} 260,33
0| 0,024 286,441
0| 0,031 330,835
0 0,04 378,741
0 0,05 342,028
0 0,057] 336,406
0| 0,066} 336,709
0 0,074 300,089
- 0 0,081
¥=8.469E-2 y=0E0 0si vybrany (pre zmenu sklonu nastavte uhol )
047 [100%[ w0 » - a1
blisked 7 7

Obr. 1.18 Analyza pohybu vystreleného naboja z piStole naboja
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Obr. 1.19 Analyza polohy (v metroch) vystreleného naboja z pistole v jednotlivych
desat’tisicinach sekundy


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/PIST5.avi
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Uloha 1-7:

Analyzujte pohyb lopty vyhodenej zvislo nahor vo vodorovnom a zvislo smere.
(dlZka meradla je 1 m, hmotnost’ lopty je 290 g, pocet obrdzkov za sekundu je 120 fps).

Zdroj: hod lopty.avi.
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Obr 1. 20 Analyza pohybu vyhodenej lopty \ suradnlcovej sustave spojenej
s korculiarom
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Obr. 1.21 Analyza pohybu vyhodenej lopty \ suradmcovej sustave pevne spojenej
So stenou


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/hod_lopty.avi
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Pokoj a pohyb je vzdy relativny a vysledok zavisi od vol'by vztaznej ststavy. Ak vztazni
stistavu zvolime spojent s koréuliarom pohybujucim sa v smere o0si x (Obr. 1.20), po vyhodeni
lopty zvisle nahor je vychylka aj rychlost’ v.danom smere konstantna (x = - 0,5 m, vx = 0 m/s).
V pripade, Ze suradnicovu ststavu zvolime pevne spojent so stenou (Obr. 1.21), situacia sa
zmeni vzhl'adom na predosly pripad - vychylka v smere 0si X sa bude zmensovat’ (ked’ze pohyb
sa uskuto¢niuje v zapornom smere osi X, alebo mdéZeme povedat, ze sa narastd v zdpornom
smere osi x) a rychlost’ v smere osi x bude tiez odli$na od predchadzajuceho pripadu: vx = -2
m/s. Situdcia v smere osi y sa nemeni, ked'ze stradnicova sustava sa v danom smere
nepohybuje.

Uloha 1-8:

Analyzujte pohyb lopty vol’ne pustenej korculiarom pohybujicim sa na kolieskovych
korculiach.
(dlZka meradla je 1 m, hmotnost’ lopty je 290 g, polet obrdzkov za sekundu je 120 fps).

Zdroj: pad_lopty.avi.

Riesenie:
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Obr. 1.22 Analyza pohybu voP’ne pustenej lopty v siradnicovej sistave pevne spojenej
S0 stenou

Z analyzy daného videa vyplyva, ze vol'ne pustend lopta bude v y-ovom smere padat’ vol'nym
padom, v smere osi X si v8ak zachova pdévodnu rychlost. Takze ak suradnicovi ststavu
stotoznime s nepohybujucou sa budovou, bude vysledny pohyb suctom pohybov v smere 0si X
ay apozorovatel'ovi v pokoji sa bude javit’ ako pohyb po parabole. Korculiar v§ak vnima, ze
lopta pada vedl'a neho, t.j. vykonéva len vol'ny pad.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/pad_lopty.avi
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Uloha 1-9:

Analyzujte pohyb lopti¢ky pohybujiicej sa v smere osi x po jemnom udere do lopti¢ky v smere

osi y. Aky bude vysledny pohyb lopticky?

(di¥ka meradla je 1 m, hmotnost’ lopty je 5,7 g, pocet obrdzkov za sekundu je 120 fps).

Zdroj: hokej.avi.
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Obr. 1.23 Analyza pohybu lopty v stiradnicovej sustave pev

kratkodobych uderoch do lopty

spojenej s ihriskom po

Ako mozno na predchadzajiicom obrazku Obr. 1.23 vidiet, trajektoria lopty po tdere do lopty
(jemnom tuknuti v kladnom smere osi y nadol) sa zmeni. Nie vSak na tol’ko, ako si mnohi
Studenti myslia, ze sa bude pohybovat’ len v smere 0si y. Z grafu Casovej zavislosti X-0vej
vychylky vyplyva, Ze poloha v danom smere sa bude zvySovat’ rovhomerne, teda aj rychlost’
Vv smere 0si X sa po tidere nemeni. V smere 0si y bola na zagiatku a v &ase pohybu lopty pozdiz
x-ovej osi vychylka nulova, po posobeni sily v smere 0si y za¢ne vychylka v smere osi y
rovnomerne narastat’, teda lopticka sa bude nad’alej pohybovat’ rovnomernym pohybom, avs§ak
s vyssou celkovou rychlostou vzhl'adom na pociato¢nu, ked’ze vysledny pohyb si mézeme
predstavit’ ako povodny — v smere 0si X a novy v smere 0si y. (Trenie zanedbavame.)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/hokej.avi
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NerieSené ulohy:

Uloha 1-10: Uréte periédu a frekvenciu otdéavého pohybu vrtule lietadla pri lete.
(frekvencia snimok: 1000 fps)
zdroj: vrtula.avi

Uloha 1-11: Analyzujte pohyb rakety, urcte jej rychlost’, zrychlenie tesne po odpileni.
(dlzka meradla: 1 m, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: raketa.avi, raketa _odpal.avi

Uloha 1-12: Analyzujte dany pohyb, uréte vel’kost’ rychlosti lopty v Ease. Akii md rychlost’
lopta v najvysSom bode, aké ma zrychlenie?
(ditka meradla: 1 m, hmotnost lopty: 0,290 kg, frekvencia snimok: 30 fps) zdroj:
vrh_nahor2.avi,
(hmotnost’ lopty: 0,580 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: vrh_nahor.avi


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/41_vrtula.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/32_raketa.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/32_raketa_odpal.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/13_vrh_nahor.avi
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2. Dynamika hmotného bodu

Dynamiku hmotného bodu charakterizuju pohybové zakony, ktoré sformuloval Isaac
Newton (1642-1727). Este ale aj dnes sa mnohokrat stretivame s nespravnym, tzv.
aristotelovskym nazorom, podla ktorého pre udrzanie telesa v pohybe stilou rychlostou je
potrebné nejaké silové pdsobenie (,,sila®), lebo inak sa teleso zastavi. Ak by sme pripravili
I'adovu plochu dokonale hladku, puk by sa po naraze pohyboval po dokonale hladkej ploche
bez toho, aby spomal’oval a zastavil sa. Na udrzanie stalej rychlosti pohybu telesa po dokonale
hladkej podlozke teda nepotrebujeme silu (zatial neuvazujeme o odporovych ani trecich
silach). Pre zjednoduSenie nebudeme uvazovat’ o otd¢avom pohybe a budeme pracovat’ vylucne
s modelom hmotného bodu.

Vzijomné pdsobenie telies (interakcia) sa mdze uskutocnovat’ napr. pri vzdjomnom
styku telies alebo prostrednictvom fyzikdlnych poli (gravitaéného, elektrického,
magnetického). Toto vzdjomné pdsobenie telies alebo telies a poli charakterizuje vektorova

fyzikalna veli¢ina sila — F. Vysledkom vzajomného silového posobenia telies moze byt zmena
ich pohybového stavu alebo deformacia tychto telies. Teleso, ktoré je v dostato¢nej vzdialenosti
od vsetkych ostatnych telies a nepdsobi na neho ziadne pole (nie je v ziadnom vzijomnom
pdsobeni s inym fyzikdlnym objektom) nazyvane izolované teleso (pripadne ak zanedbavame
rozmery telesa hovorime o izolovanom hmotnom bode). Ako izolované sa spravaju vsetky
telesa, pri ktorych je silové pdsobenie ostatnych telies vykompenzované.

Vztazné sustavy, Vktorych izolované hmotné body zotrvavaju v pokoji alebo
V rovhomernom priamociarom pohybe sa nazyvaji inercidlne vit’ainé sustavy. Zmenu
pohybového stavu telies moze V inercidlnych vztaznych ststavach spdsobit’ len ich vzdjomné
pOsobenie s inymi objektmi. V inercidlnych vzt'aznych sustavach izolované hmotné body, ktoré
st v pokoji alebo v rovnomernom priamoc¢iarom pohybe, maju vlastnost’ zotrvavat’ v tomto
stave. Zotrvacnost’ je jednou z vlastnosti hmoty a nezavisi na rychlosti hmotného bodu.

Vztazné sustavy, v ktorych zmena pohybového stavu telies mdze nastat bez ich
vzajomného pdsobenia s ostatnymi objektmi sa nazyvaji neinercidlne vit’ainé sustavy.
V mnohych pripadoch mdézeme s dostato€nou presnostou za inercidlnu povazovat’ vztazni
sustavu spojent s povrchom Zeme. Vzdy moZno najst’ redlnu vztazna sustavu, ktora bude
s dostatoénou presnostou spifiat vlastnosti inercialnej vztaznej ststavy aumozni &o
najjednoduchsi opis a vysvetlenie fyzikalnych dejov.

Vsetky inercidlne vztazné sustavy su si navzajom rovnocenné. Bud’ sa navzdjom
pohybuju rovnomernym priamociarym pohybom alebo st v pokoji, priCom nie je mozné
ziadnym pokusom V inercialnej vztaznej sustave urCit, ¢i je dand sustava v pokoji alebo
V rovnomernom priamociarom pohybe. V pripade niektorych fyzikalnych veli¢in nameraju
pozorovatelia v roznych inercidlnych vztaznych sustavach tie isté hodnoty. Takymito
invariantnymi veli¢inami v nerelativisticke] newtonovskej mechanike st sila, imotnost,
zrychlenie a cas. Iné fyzikalne veli¢iny, ako napr. rychlost, maji pre pozorovatel'a v roznych
inercialnych vztaznych ststavach r6zne hodnoty (pre jedného pozorovatel'a nachadzajtiiceho sa
V inercialnej vzt'aznej sistave pohybujucej sa rychlostou ¥ je urdity objekt v pokoji, pre iného
pozorovatel'a v inej sustave sa ten isty objekt pohybuje napr. rychlostou 7). Vo vsetkych
inercidlnych vztaznych sustavach vSak plati princip invariantnosti: Fyzikdlne zdakony
Vo vsetkych inercialnych vit’ainych sustaviach maju rovnaky tvar.

Z tohto principu vyplyva, zZe vol'ba vzt'aznej sustavy nemoéze ovplyvnit’ platnost’ fyzikalnych
zakonov. Princip invariantnosti hovori, ze dvaja r6zni pozorovatelia, ktori budu Studovat’ ta ista
udalost’ v dvoch r6znych inercidlnych stistavach musia dojst’ k zéveru, ze priroda funguje pre
oboch rovnako. Aj ked hodnoty napr. prace a kinetickej energie namerané réznymi
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pozorovateI'mi sa budu liSit, vztah medzi pracou a kinetickou energiou bude v oboch
vztaznych ststavach rovnaky.

Pri video analyze dejov v programe Tracker si vacSinou zvolime inercialnu vztazna
stistavu, ktora bude v pokoji a jej pociatok spojime s bodom, ktory sa na videu nepohybuje.
(Preto je aj pri priprave d’alsich videi vhodné pouzivat stativ, aby dany obraz nebol roztraseny
a aby sme sa pri analyze dopustali ¢o najmensich chyb merania.)

2.1 Newtonove pohybové zdakony, hybnost’, impulz sily

Prejdime teda k zakladnym zakonom dynamiky a sformulujme prvy Newtonov
pohybovy zdkon (zdkon zotrvacnosti), ktory hovori:

Kazdy hmotny bod v inercidlnej vit'ainej sustave zotrvava v pokoji alebo v rovnomernom
priamociarom pohybe, pokial’ nie je nuteny vonkajSimi silami tento svoj stav zmenit’.

Treba poznamenat, ze prvy Newtonov pohybovy zakon plati nielen v pripadoch, kedy
na teleso neposobia Ziadne sily, ale aj vtedy, ked’ sily pdsobia, ale ich vyslednica je nulova.
Zakon charakterizuje zotrvacnost’ ako zékladnu vlastnost’ kazdého izolovaného hmotného
bodu zotrvavat’ v pokoji alebo v rovnomernom priamoc¢iarom pohybe v inercialnej vztaznej
sustave. Cim vidsia je zotrvacnost’ telesa, tym vicsia sila je potrebna na to, aby sme zmenili
rychlost’ na ur€itt hodnotu. Zo zdkona vyplyva, Ze na zmenu pohybového stavu hmotného bodu
V inercidlnej vzt'aznej ststave je potrebné jeho vzajomné posobenie s inymi objektmi. Mierou
toho posobenia je sila. Zotrvacné a gravitatné vlastnosti objektov charakterizuje d’alSia
fyzikalna veli¢ina, ktori nazyvame hmotnost’ m (jednotka v sustave SI je kilogram [m] = kg).
Hmotnost” je charakteristikou samotného predmetu. Na tomto mieste je vhodné zdoraznit’
rozdiel medzi tiazou, hmotnostou aich urCovanim. VaZenim urCujeme velkost' tiaze,
porovnanim tiaze telesa a tiaZe zavazia poOsobiacej na misky vah a zo znalosti tiaZzového
zrychlenia g v mieste merania dokaZzeme urcit’ vel'’kost’ hmotnosti telesa. Z rovnosti tiaze telesa
a tiaze zavazia vyplyva rovnost hmotnosti obidvoch telies. (Pri analyzach v programe Tracker
je potrebné poznat’ hmotnosti analyzovanych telies, ktoré sa priamo zadavaji do programu.)

Zo skusenosti vieme, Ze ak na dve telesa roznej hmotnosti budeme posobit’ rovnakou
silou (napr. kopnutie do réznych 16pt), bude aj ich pohybovy U¢inok iny — ¢im menSia
hmotnost, tym vécsia zmena rychlosti telesa za jednotku Casu, ¢ize zrychlenie. Alebo ¢im
vacSia ma byt zmena rychlosti telesa danej hmotnosti za urcity ¢as, tym vicsia sila nain musi
posobit’. Pripadne, pre to isté zrychlenie roznych telies musi byt pdsobiaca sila tym vicsia, ¢im
vdagsia je ich hmotnost. Zhrnutim tychto poznatkov dospejeme Kk formulacii druhého
Newtonovho pohybového zdkona (zdkon sily):

Aby mal hmotny bod s hmotnost’ou m v inercidlnej vzt'aZnej sustave zrychlenie a, musia naii
okolité objekty posobit’ vyslednou silou F:

(2.1)

—

F=ma alebo a=

3|

Je potrebné si uvedomit, Ze sila nie je pri¢inou pohybu, ale je pri¢inou zmeny pohybového
stavu telesa. Sila F je vektorovou fyzikalnou veli¢inou, ktorej smer je zhodny so smerom

zrychlenia d, ktoré udel'uje hmotnému objektu. Pod silou F mozeme rozumiet aj vektorovy
stcet vSetkych vonkajsich sil posobiacich na teleso. Jednotkou sily je newton (N). 1 newton je
sila, ktora telesu hmotnosti 1 kg udel'uje zrychlenie 1 m.s2. Odtial’ [F] = 1N = 1 kg.m.s%.
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Za povsimnutie stoji, ze druhy Newtonov pohybovy zakon nie je v rozpore s prvym. Ak
na hmotny bod neposobia Ziadne sily, podla rovnice (2.1) sa bude hmotny bod pohybovat’ bez
zrychlenia, t.j. rovnhomernym pohybom alebo bude v pokoji.

Zmena pohybového stavu hmotného bodu nezavisi len od posobiace;j sily, ale aj od Casu,
za ktory sila posobila. Mierou ¢asového ucinku sily je fyzikdlna veli¢ina, ktord nazyvame
impulz sily. Impulz sily fje definovany ako stéin sily Facasut, pocas ktorého sila posobila.
Pre konstantnt silu plati

|

(2.2)

=l
I
—

Ak sila nie je konStantnd, moZeme vo vSeobecnosti pre impulz sily pisat’

Fdt. 23)

o'.—.;—.

Impulz sily je vektorovou fyzikédlnou veli¢inou a pre konstantna silu mé smer rovnaky

ako sila. Ak bude sila F za &as t posobit’ na hmotny bod s konStantnou hmotnost'ou m,
pre impulz sily plati

T:jﬁdt:jmé’dt:mj%dt:m'v[dV:m(v_vo)’ (2.4)
0 0 0

kde ¥awv, st rychlosti hmotného bodu v ¢ase t at=0s. Su¢in hmotnosti m a rychlosti
¥ hmotného bodu nazyvame hybnost’ a oznatujeme p

p=mv. (2.5)

Hybnost’ je vektorova fyzikalna veliCina, ktorej smer je totoZny so smerom rychlosti. Jednotkou
hybnosti je [p] = kg.m.s™%. Zadefinovanim hybnosti mdézeme pre impulz sily pisat’

(2.6)

ﬁdt:ﬁ—ﬁo-

[ S——

Impulz sily, ktord posobi na hmotny bod, je rovny zmene jeho hybnosti.
Zavedenie hybnosti nam umoziuje druhy Newtonov pohybovy zakon zapisat’ aj v inej forme

av _d(mv)_dp (2.7)
dt dt dt

F=ma=m

Z vyjadrenia vyplyva, ze sila posobiaca na hmotny bod je rovna derivacii jeho hybnosti podl'a
Casu. Na zaklade predchadzajucej formulacie mézeme druhy Newtonov zdkon formulovat
nasledovne:

Pomer zmeny hybnosti hmotného bodu a doby, za ktoru tdito zmena nastala, je priamo
umerny vyslednej posobiacej sile.
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Z tejto formulacie vyplyva, Ze ak nastala zmena hybnosti v ¢ase, musela na teleso pdsobit sila,
pripadne obratene, ak na teleso bude posobit’ sila, nastane zmena jeho hybnosti.

Silové posobenie dvoch telies je vzdy vzajomné. Tento poznatok je obsahom tretieho
Newtonovho pohybového zakona (zdkon akcie-reakcie), ktory hovori:

Dva hmotné body na seba navzdjom pdésobia rovnako vel’kymi silami opacéného smeru.

Frg =—Foa - (2.8)

AB _FBA

Jednu z tychto sil nazyvame akcia a druha reakcia. Akcia a reakcia st¢asne vznikaju a su¢asne
zanikaju. Kazda z tychto sil pdsobi na iné teleso, preto sa vo svojich u¢inkoch navzijom
nerusia. (Ak dve rovnako vel'ké sily opacného smeru posobia sucasne na ten isty hmotny bod,
nejedna sa o akciu a reakciu.)

2.2Praca

Ak chceme premiestnit’ nejaky predmet, musime vynalozit’ ur€iti ndmahu. Zvycajne to
robime tak, ze na predmet posobime silou a vykondme pri tom istu pracu. Vo vSeobecnosti pod
pracou rozumieme mieru ucinku sily, ktorym hmotny bod meni svoju polohu. Ak na hmotny
bod bude posobit’ nejaka konstantna sila F tak, ze jej ucinkom sa posunie po usecke (drahe)
S a ak navySe smer sily a drahy je ten isty, potom praca W je rovna priamo sucinu velkosti sily
F a drahy s

W=Fs. (2.9)

Ak smer sily a drahy nebudu rovnaké, ale budu zvierat’ uhol a, praca bude rovna sucinu vel’kosti
priemetu sily do smeru drdhy a drahy s

W =Fscosa. (2.10)

Vyuzitim znalosti z vektorového poctu o skalarnom sucine dvoch vektorov moézZeme
predchadzajici vztah prepisat’ do vektorového tvaru

W=F-§, (2.11)

pri¢om § predstavuje orientovanu usecku (vektor drahy).

Ak bude na hmotny bod posobit’ premenliva sila, drahu rozdelime na také malé intervaly AS,
aby sme v kazdom z nich mohli povazovat’ silu F za konstantn, resp. dréhu za priamociaru.
Elementarnu pracu v i-tom intervale vypocitame zo vzt'ahu

AW, = F, - 45, (2.12)

a celkov1 pracu dostaneme stiiétom jednotlivych elementarnych prac pozdiz celej drahy

W =2 AW, =3 F-45. (2.13)
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Ak jednotlivé intervaly budi nekoneéne malé (infinitezimalne) dS, sumacia prejde
na integral

W=de=j|f-d§, (2.14)

priom integrovat’ treba pozdiz celej drahy (Obr. 2.1).

o) O N o 9

a) b) c)

Obr. 2.1 a) Graf zavislosti sily posobiacej na ¢asticu, ktora sa pohybuje po priamej drahe
S, pri¢om sila F na fiu pésobi rovnobezne s 0sou s v intervale s1 az s2. b) Draha v intervale
S1 aZ S2 bola rozdelend na jednotlivé rovnaké elementy As, v ktorych predpokladime
posobenie konstantnej sily Fi(s). Sila v danom intervale vykona pracu AWi. ¢) Limitny
pripad, kedy As — 0 a praca vykonana silou F(S) v intervale s1 aZ sz je reprezentovana
obsahom vyfarbenej plochy pod krivkou.

2.3Vykon

T 1sth pracu mdézeme vykonat za rozny ¢as. Mierou toho, ako ,,rychle* kona sila pracu

je fyzikalna veli¢ina, ktora sa nazyva vykon P. Ak vykona sila F pracu AW za dobu At, je jej
priemerny vykon vV danom ¢asovom intervale definovany pomerom

5_AW (2.15)
At

Okamczity vykon P je limitnym pripadom priemerného vykonu pre A7—0

o_ AW (2.16)
dt

Jednotkou vykonu v SI je joule za sekundu, ale pouzivanejSia je jednotka watt (W)

[P] = J.s1=W. Stretnit’ sa mdzeme aj s jednotkou nazyvanou konska sila (konskd sila =
746 W). Pri stdlom vykone P m6zeme pracu vyjadrit’ ako sicin vykon a ¢asu

W = Pt (2.17)
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aztohto vztahu nam pre pracu vyplyva bezne pouzivana jednotka — kilowatthodina
(1 kilowatthodina = 1 kWh = 1000 W. 3600s = 1000 J.s™%. 3600 s = 3,6.10° J = 3,6 MJ).

Ak vo vztahu (2.16) vyjadrime pracu su¢inom dW = F . d#, mozeme pre vykon pisat’

F-dr
dt

(2.18)

P= =F.V.

Vykon teda mozeme vyjadrit’ aj ako skalarny sucin sily a rychlosti jej pdsobiska. Takze ak napr.
tahac bude posobit’ na plne naloZeny prives silou Fa rychlost’ privesu je v danom okamihu 7,
stcin sily a rychlosti nam povie, aky je ,,vykon tahaca* v danom okamihu.

2.4 Energia

Pod pojmom energia budeme rozumiet’ skalarnu fyzikalnu veli¢inu, ktorej hodnota je
uréena stavom fyzikalnej sustavy (objektu). Kineticka energia Ex suvisi s pohybovym stavom
Castice alebo telesa. Zo skusenosti vieme, ze ak sa teleso pohybuje rychlejsie, jeho kineticka
energia je vicsia, ak je teleso v pokoji, jeho kineticka energia je nulova. To isté plati aj pre
kinetickli energiu telesa nezanedbatelnych rozmerov, ak sa vSetky jeho casti pohybuju
rovnakou rychlostou ¥, t.j. vykonavaju posuvny (translatny) pohyb, pri¢om uvaZujeme,
ze teleso nerotuje ani nie je deformované. Jednotkou kinetickej energie (a vSeobecne energie)
je joule ([E] =J =kg.m2s?). V oblasti ¢asticovej fyziky sa zvykne pouzivat aj jednotka
elektronvolt (1 eV = 1,602.10° J).

Prenos energie medzi objektom a jeho okolim moéze byt sprostredkovany silovym
pdsobenim alebo tepelnou vymenou. Deje stvisiace so silovym pdsobenim nazyvame sthrne
konanie prace. Ak budeme na teleso posobit’ nejakou silou, z 2. Newtonovho zakona vyplyva,
ze jeho rychlost’ bude rast’ a tym rastie aj jeho kinetickd energia. Naopak, ak bude teleso
vplyvom vyslednej sily spomalovat, bude aj jeho kinetickd energia klesat. Ak sa kineticka
energia Castice vplyvom silového posobenia jeho okolia vSeobecne meni, hovorime, Ze sily
poOsobiace na Casticu konaju pracu. Ak sila zvicsila (nezmenila, zmenSila) kineticka energiu
Castice, hovorime, ze vykonala kladnu (nulovu, zaporna) pracu, pripadne hovorime, Ze sila
pracu kona (nekona, sprostredkovava). V najSirSom slova zmysle praca predstavuje ta Cast’
energie, ktort teleso ziskava prostrednictvom silového posobenia jeho okolia.

Podl'a charakteru pdsobiacich sil hovorime o energii mechanickej, elektrickej,
chemickej, jadrovej a pod. Casto sa pouziva tvrdenie, Ze energia je schopnost’ konat’ pracu.
Mierou procesu premeny energie aj mierou prenosu energie z jedného telesa na druhé je praca
(fyzikdlna veli¢ina, ktord charakterizuje dej). Aj ked hodnoty veli¢in energie a prace
vyjadrujeme v rovnakych jednotkach, nesmieme tieto veliCiny stotozinovat’ (jedna vyjadruje
stav sustavy, druha dej).

Ked’ na hmotny bod s hmotnostou m posobi sila F, udel’'uje mu zrychlenie d, pricom
kona préacu
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Aby sa hmotny bod s hmotnostou m, ktory sa pohybuje rychlostou ¥ zastavil, musi na neho

posobit’ sila F " opaéného smeru, ako je smer rychlosti ¥. Sila F’ pri zastavovani hmotného bodu
kona pracu

P}

) 0 0 . . (2.20)
w :jF'(r)-dr =.= mjv-dv=—mjvdv=—(0—§mv2J=§mv2.

Hmotny bod s rychlostou v méa teda schopnost' vykonat pracu %mvz. Hovorime, Ze ma

pohybova alebo kineticku energiu. Kineticka energia hmotného bodu s hmotnostou m
pohybujtceho sa rychlostou v je rovna

Ek = %mvz- (221)

Vyuzitim vztahu (2.19) m6Zeme vyslovit’ tvrdenie, Zze zmena kinetickej energie Castice AEx je
rovna praci W vykonanej silou F

AE, =E, —E,, =W, (2.22)

pricom symbolom Exo sme oznalili pociatoéni kinetickii energiu Castice lmvg a Ext
2

predstavuje vyslednu kinetickll energiu Castice % mv; . Tento vzt'ah vSak neplati vSeobecne, staci

si predstavit’ rotujice alebo deformujuce sa teleso, kde sa jednotlivé Casti telesa pohybuji
roznymi rychlost’ami.

Uvazujme teraz loptu hmotnosti m, ktordt mézeme povazovat’ za bodovy objekt. Ak ju
vyhodime zvisle nahor pociato¢nou rychlostou vy vzhl'adom k Zemi (pricom pre jednoduchost’
zanedbame otacanie Zeme okolo Slnka a jej rotaciu okolo vlastnej osi (vtedy tiaZzova sila Zeme

F; je rovna gravitacnej sile E) a uvazujeme len malé vysky nad povrchom Zeme), bude jej

poCiatoCna kinetickd energia E, =%mv§- V priebehu vystupu sa jej pohyb posobenim

pritazlivej tiazovej sily Zeme F = E, Fz=m g (kde g je vektor tiazového zrychlenia smerujici
do stredu Zeme) spomal’uje a kineticka energia klesa. Ak bude tiaZov4 sila jedinou silou, ktora
na loptu pdosobi (ak zanedbame odporovu silu vzduchu), potom k zmene kinetickej energie
prispieva iba praca tiazovej sily

. rz - (2.23)
W, :JF(f).dF:Img’-dF=mjg'dh :mg(hl_hZ)-

h h hy

Ak zoberieme zaporne vzatu pracu vykonanu tiazovou silou, moézeme pri pohybe telesa
Vv blizkosti povrchu Zeme zadefinovat’ zmenu tiaZovej potencidalnej energie sustavy teleso —
Zem
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AE =-W, (2.24)

ktord sa tiez nazyva potencidlna energia telesa V tiazovom poli Zeme. V pripade sustavy
Castica — Zem budeme pod E, rozumiet’ hodnotu tiaZzovej potencialnej energie Castice v polohe
0 suradnici h. Vo vztahu

AE, =E, —E_, =mg(h-0), (2.25)

pod hodnotou Epo budeme rozumiet’ tiazovl potencialnu energiu v tzv. referenénej konfiguracii,
pri ktorej sa Castica nachadza v referenénom bode o suradnici ho. Zvy¢€ajne kladieme Epo = 0 J
pre ho = 0 m. Predchadzajici vztah mozeme potom prepisat’ do tvaru

E,(h)=mgh, (2.26)

z ktorého vyplyva, Ze tiazova potencidlna energia sustavy Castica — Zem zavisi iba od zvislej
polohy h ¢astice vzhl'adom k referenénej polohe o suradnici ho = 0 m (t.j. na vyske Castice nad
referenénym bodom). Ak vztazni sustavu anulova hladinu spojime s povrchom Zeme,
hovorime strucne, Ze potenciadlnu energiu ma teleso. Ako sme vSak uz spomenuli, v skutocnosti
potencialnu energiu tiazovii nema samo teleso, ale presnejSie ststava Zem — teleso.
Predchéadzajuci vztah (2.26) je mozné pouzit’ iba v nie velkych vzdialenostiach od povrchu
Zeme, kde hodnotu g povazujeme za priblizne konstantna.

Uloha 2-1:

Analyzujte dany pohyb, urcte hybnost’ lopty a jej zmenu v case. Akou vel’kou silou posobi
noha na loptu v case kopu?
(diZka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,421 kg, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: odkop.avi

RieSenie:

lopta (t, x) |

0 005 010 015 020 025 030
t

1=0,28 x=4,28]
lopta (t, v)

20 s e
10
0

0 005 010 015 020 025 030
t

=] |[t=0,28 vx=21,62

= | [0’ lopta (t, ax)

10
& 05 *
0 e B _

0 005 010 015 020 025 030

[ Taburka | © lopta | v

t I X % | ax

[ .00:
008 .00: 0,002 =
017] .00: 0,009 295
[x=0,97 y=4,29| model vybrany (zamknute: 025| .00 -0.003] -0.498]
o 033] .00: [ 358
1257 [100xf{ w0 » 2% SR A .042] 00 0.008] -0,194]

o 008 .00 -0.003] 02511~

Obr. 2.2 Analyza pohybu lopty

3

Zvolenim vhodnej suradnicovej sustavy (ponechavame na samotnom Studentovi)
a vyuzitim funkcie ,,autortacker® zaznamena program polohu lopty v jednotlivych ¢asovych
intervaloch (4t = 0,00833 s pre 120 fps). Hodnoty veli¢in (X, Y, Vx, Vy, 8, @y, t) st


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/15_odkop.avi
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zaznamenavané do tabul’ky a znazornené v grafickych zavislostiach X = X(t), vx = vx(t) a ax =
ax(t) (Obr. 2.2).

1! markers [v] [v]
lines v] V]
style] s - S M -
axis|  horiz vert vert
row t x Wi
13 0,108 0,233 22,819~

14 0,117 0423 22473
15 0,125 0,608 22576
16 0,133 0,799] 21678
17 0,142 0,969 21,04
18 015 1165] 23112
19 0,158 1354 22727
20) 0,167 1544 23839
21 0,175 1,752] 23858
22 0,183 1942] 23457
73 0,192 2143 23342
24 0.2 2331 23334
25 0,208 2532 23550
26 0,217 2724 24028

: 27| 0,225 2032 24953
Parameter Hodnota : 28] 0,223 314 24,054

Fit Name: | Priamka ‘v‘ Fit Builder... :
J 23,258 g 29 0,242 2,333 23787
Fit Equation: x = a*t + b I b -2,309 30 0,25 3536 23,253
- - 31 o0288] 3721 23217

Obr. 2.3 Spracovanie zaznamenanycli udajov

Ako mozeme z Obr. 2.2 vidiet, jednou z moznosti ako si zvolit’ stradnicovu sustavu, je
umiestnit’ os tak, aby sa pohyb uskuto¢fioval v jednom smere. Dal§ou matematickou analyzou
urcime, ze rychlost’ pohybu lopty (vyjadrenu na grafe gul'6¢kami (Obr. 2.3) mézeme povazovat’
od istého okamihu (t = 0,108 s) za priblizne konstantnu, a teda pohyb lopty v analyzovanom
¢ase za rovnomerny priamociary, ¢o moézeme matematicky zapisat’ rovnicou, ktort sme urcili
fitovanim zavislosti polohy na ¢ase pomocou priamky: X = at + b = 23,258t - 2,309. Parameter
a v tomto pripade ma charakter rychlosti pohybu lopty, takZe rychlost’” pohybu lopty bola
stanovena na vp = 23,26 m/s.

Dalsou tlohou je uréit, akou silou posobila noha na loptu (alebo lopta na nohu)
v okamihu kopnutia. Pri tejto tlohe je niekol'’ko moznosti ako ur¢it’ dany fyzikalny parameter.
Jeden zo sposobov ponuka Obr. 2.4: velkost’ posobiacej sily pri odkope lopty urc¢ime z II.
Newtonovho pohybového zakona (NPZ) v tvare F = Ap/At, pricom At predstavuje ¢asovy
okamih, za ktory pdsobila na loptu sila. Nasledne z grafu Casovej zavislosti hybnosti —
z analytického vyjadrenia priamky, ktorou sme fitovali ¢asova zavislost’ hybnosti v okamihu
posobenia sily na loptu, sme urcili: px = 515,656t - 46,103. Velkost’ pdsobiacej sily bola teda
urcend ako F = 515,66 N. Iny zo sposobov, ako mozno urcit’ velkost’ pdsobiacej sily v danom
okamihu, je vyuzitie II. NPZ v tvare F = dp/dt = d/dt (p), ¢o predstavuje derivaciu hybnosti
podla Casu. Vyuzitim funkcie slope v programe ur¢ime smernicu doty¢nice ku krivke,
¢o predstavuje velkost’ posobiacej sily v danom okamihu. Hodnota sily urenej danym
sposobom mala vel'kost' F =516 N (Obr. 2.4).
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Obr. 2.4 Analyza ¢asovej zavislosti hybnosti a urcenie posobiacej sily

Dalsou z moznosti, ktorii je mozno vyuzit pre uréenie velkost pdsobiacej sily, je
pouzitie II. NPZ v tvare F = ma, ¢iZze urCenim vel'kosti zrychlenia v Case pdsobiacej sily
z asovej zavislosti zrychlenia (maximalna hodnota bola a = 1090 m/s?) a vynasobenim danej
hodnoty odmeranou hmotnost'ou lopty. Je taktieZ mozné pre ur€enie zrychlenia vyuzit’ metodu
fitovania ¢asovej zavislosti rychlosti a vel'kost’ zrychlenia urcit’ ako a = Av/At (pripadne vyuzit
funkciu slope (a = dv/dt)).

Uloha 2-2:

Analyzujte otvaranie Sampanského. Aka velka sila posobi na korkovu zdatku pri otvarani
Sampanského? Urcte vel’kost’ impulzu sily.

(ditka dielika: 1 cm, hmotnost’ zdtky je 9,6 g, frekvencia snimok: 1000 fps)

zdroj: sampanske.avi

RieSenie:

Nasledujuci Obr. 2.5 ukazuje casovu zavislost’ sily. Vyuzitim vztahu (2.3) dokazeme vypocitat
impulz sily | ako obsah plochy pod krivkou ¢asovej zavislosti sily (funkcia area) (Obr. 2.6), (I
= 0,086 Ns). Je potrebné si vSak uvedomit’, ze kym je zatka v hrdle flase, posobi statické
a neskor pri pohybe zatky dynamické trenie, ktoré zmenSuju vyslednu silu. Na to, aby sa zatka
pohla, je potrebna vicsia sila na prekonanie statického trenia, ako sila urena z analyzy.
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Obr. 2.5 Analyza otvarania Sampanského
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Obr. 2.6 Casova analyza sily a vypo&et impulzu sily

Uloha 2-3:

Analyzujte pohyb vyhodenej lopty. Aka sila posobi na loptu pri vyhodeni? Odhadnite vel’kost’
vykonanej prdce pri vyhodeni lopty?

(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,290 kg, frekvencia snimok: 30 fps),

zdroj: vrh_nahor2.avi
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RieSenie:
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Ako si mozeme z Obr. 2.7 vs§imnut, velkost' vyslednej sily F, ktora posobi na loptu pri
vyhodeni nie je konStantna, ale sa meni, dokonca pri opusteni riik sa jej hodnota zmeni na
zapornu (na loptu uz neposobia ruky, ale len gravitatné pole Zeme). Vyuzitim vztahu (2.14)
a analyzou zavislosti pdsobiacej silu F od polohy y odhadneme vykonant pracu W = 6,2 J.
(dopustame sa vsak istej chyby, kedze v danom konkrétnom pripade program neumoziuje
vyratat’ obsah pod krivkou pocas prvych dvoch snimkov.)
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Obr. 2.8 Analyza posobiacej sily pri vyhodeni lopty
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Ako si mozeme vsimnut' z Obr. 2.8, program Tracker umoziuje vykonavat' nie len ¢asové
zavislosti, ale aj zavislosti podl'a inych fyzikalnych veli¢in (preddefinovanych je ich viac ako
20, d’alsie veli¢iny je vSak mozné zadefinovat’ v programe). Moznosti dané¢ho programu nam
umoznili zadefinovat’ vykon P podla vzt'ahu (2.18) a vyuzitim vztahu (2.16) uréit’ velkost
vykonanej prace pomocou vykonu, ktorej vypocitana hodnota W = 6,55 J (Obr. 2.9) je v celkom
dobrej zhode s pracou odhadnutou v predchadzajicom pripade.
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Obr. 2.9 Analyza vykonu a vypocet vykonanej prace
Uloha 2-4:

Analyzujte pohyb vyhodenej lopty, jej kineticku, potencidlnu a celkovu energiu v jednotlivych
okamihoch.

(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,290 kg, frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: zdroj: vrh_nahor2.avi

Riesenie:

Kineticki energiu ma program Tracker preddefinovant, potencidlnu a celkovu energiu je
potrebné v programe zadefinovat. Ako si mozno v§imnut’ z Obr. 2.10, potom, ¢o lopta opusti
ruky, jej kineticka energia sa zmensuje a naopak, potencialna energia narastd, az kym lopta
nedosiahne maximalnu vysku. Potom pri pade lopty nadol plati predchddzajice tvrdenie
Vv obratenom poradi — kinetickd energia lopty narasta a potencialna sa zmenSuje az pokial’ lopta
nedosiahne zem. Po odraze sa ¢ast’ mechanickej energie strati, avSak, ako si mozno z analyzy
v§imnat, medzi odrazmi je stcet kinetickej a potencialnej energie (mechanicka energia) staly,
pricom prebieha premena kinetickej energie na potencidlnu a opa¢ne. Po niekol’kych odrazoch
lopty jej kineticka (a zaroven aj potencialna) energia sa znizi na minimum a pévodna energia
lopty sa premeni na iné formy energie (vnitorna energia), ktoré uz ale nie st analyzované
v danom programe.
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Obr. 2.10 Analyza kinetickej, potencialnej a celkovej energie

Vyuzitim programu Tracker je taktieZ mozné urcit’ pracu tiazovej sily pri pade lopty z najvyssej
polohy (Obr. 2.11). Pomocou vztahu (2.23) aurcenim obsahu plochy pod zavislostou
posobiacej sily F od polohy y bola uréena praca W = 7,1 J.
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Obr. 2.11 Analyza prace tiazovej sily
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Uloha 2-5:

Urcte rychlost’ strely pred ndarazom do plechovice.

(ditka plechovice je 16,7 cm, hmotnost’ strely: 0,1 g, hmotnost’ plechovice: 15,8 g, frekvencia
snimok: 120 fps)

zdroj: balisticke kyvadlo.avi

Overte vypocitanu rychlost’ strely z predchadzajuceho prikladu vypoctom na videu s 1000 fps.
(vonkajsi priemer kruhového zaciatku plechovice: 53,92 mm, frekvencia snimok: 1000 fps)
zdroj: rychlost_strely.avi

RieSenie:

Vzhladom k tomu, Ze dany dej je natol’ko rychly, Ze nie je mozné zaznamenat’ polohu
vystrelenej strely (video méa 120 fps a vystrelenu gul'6¢ku je mozné zaznamenat’ len pocas
jedného zaberu), je potrebné urcovat’ rychlost’ strely z analyzy pohybu plechovice po ndraze
(Obr. 2.12). Zvolenim vhodnych casovych zavislosti je mozné ur¢it maximalnu vysku,
do ktorej sa plechovica dostane a rychlost’ plechovice tesne po zrazke. Vyuzitim vztahov pre
zakon zachovania mechanickej (ZZME) a celkovej energie je mozné dopracovat sa
k podiatoénej rychlosti strely. Ci vsak ZZME bol aplikovany spravne, o tom sa mozeme
presvedcCit’ analyzou d’alSieho videa (obrazku), ktoré bolo zosnimané rychlost’ou 1000 fps (Obr.
2.13).
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Obr. 2.12 Analyza pohybu plechovice po naraze strely vystrelenej z gul6¢kovej pistole
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Obr. 2.13 Analyza pohybu strely vystrelenej z gul’6¢kovej pistole (1000 fps)

Vzhl'adom k tomu, ze dany zaber trval t = 1/1000 s, z odhadu prejdenej drahy gul’6¢ky (biely
pas) je mozné vypocitat’ rychlost strely pred zrazkou a overit’ tak, ¢i predchadzajuci vysledok
a analyza boli spravne. V pripade, ze sa vypocitané rychlosti liSia o jeden aZ dva rady, je
potrebné si uvedomit’, kedy je mozné pouzit ZZME a kedy ho zase pouzit nemdzeme.
V pripade, Ze pocas deja dochddza k premene mechanickej energie na iné formy energie, ¢i uz
v dosledku trecich alebo odporovych sil, nie je mozné pouzit ZZME. Dalsie riesenie teda
ponechavame na samotnom citatel'ovi, analyze a porovnani vysledkov z oboch videi.

Uloha 2-6:

Urcte PaZnu silu a vykon motora rozbiehajuceho sa auta.
(dlZka auta 4,140 m, hmotnost’ auta je: 2040 kg, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: kia.avi

RieSenie:

Nasledujuci Obr. 2.14 znazoriiuje priebeh maximalneho rozbehu elektromobilu Kia Soul
a nasledné maximalne brzdenie. Z grafu zavislosti hybnosti na ¢ase pomocou smernice
doty¢nice bola ur¢ena tazna sila motora F = 8416 N (auto sa rozbieha so zrychlenim a; = 4,13
m/s? a brzdi so spomalenim a, = 9,34 m/s?). Maximalny vykon motora bol analyzou stanoveny
na 129 kW, priemerny vykon auta bol stanoveny na 74 kW.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kia.avi
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Obr. 2.14 Analyza rozbehu a brzdenia auta

Uloha 2-7:

Analyzujte naraz vozikov. Akou silou posobi pohybujuci sa vozik na nepohybujuci sa
a opacne?

(1 dielik na meradle je 1 cm, pocet obrazkov za sekundu je 120 fps).

Zdroj: voziky.avi.

RieSenie:

Z analyzy videa vyplyva, Ze je uplne jedno, ¢i budeme analyzovat’ prvy vozik v pohybe alebo
ten druhy v pokoji, v oboch pripadoch je vysledna priemerna sila posobiaca pri pruznej zrazke
rovnakd (Casova zmena hybnosti ma v oboch pripadoch rovnakia velkost). Vyuzitim
regresnych kriviek bola stanovena priemerna hodnota vel’kosti posobiacej sily v ¢ase narazu F
= 1,3 N. (Danéa hodnota urcena z videoanalyz je vo ve'mi dobrej zhode so silou urcenej
vyuzitim systému Coach).
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Obr. 2.15 Analyza pruznej zrazky vozikov
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Obr. 2.16 Urcenie vel’kosti posobiacej sily



Dynamika hmotného bodu 63

Zmeni sa nejako situdcia a rieSenie ulohy, ked’ bude jeden z vozikov t'azsi?
Zdroj: voziky?2.avi.

Ako ukazuje nasledujuca analyza videa (Obr. 2.17), plati zakon zachovania hybnosti, teda
hybnost’ ststavy pred zrazkou bude rovna hybnosti po zrazke. Co sa tyka silového pdsobenia,
aj v tomto pripade je priemerna sila, ktorou pdsobi prvy, 'ahsi vozik na druhy t'azsi vozik v ¢ase
zrazky (F = 1,73 N) rovnako vel'ka ako sila, ktorou posobi t'azsi vozik na I'ahsi (F = 1,76 N)
(menSie odchylky vznikli v désledku odporu kéblov spajajtcich senzory s pocitaom). Dany
vysledok potvrdil aj systém Coach (na obrazovke pocitaca).
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Obr. 2.17 Analyza pruznej zrazky vozikov
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Obr. 2.18 Analyza zmeny hybnosti a urcenie vel’kosti pdsobiacej sily na vozik vl’avo
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Obr. 2.19 Analyza zmeny hybnosti a urcenie vel’kosti pdsobiacej sily na vozik vpravo
(narazajuceho vozika)
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Uloha 2-8:

Analyzujte pohyb stoli¢iek, na ktorych sedia Studenti, ked’ a) Student pésobi na stoli¢ku, b)
Studentka posobi na stolicku, c) viajomne posobia na stolicky.

(di¥ka meradla je 1 m, hmotnost’ §tudenta 80 kg, hmotnost’ §tudentky je 60 kg, pocet obrdzkov
za sekundu je 30 fps).

Zdroj: 3NPZ.avi.
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Obr. 2.20 Analyza vzajomného silového pdsobenia

Na Obr. 2.20 je znazornena Casova zavislost hybnosti Studenta (Cervena farba)
a Studentky (modra farba). Analyzou oboch zavislosti zistime, ze zmena hybnosti v Case a teda
posobiaca sila je poCas posobenia Studenta rovnako velkd a vzdjomna. Ked pdsobi Student
(spolu so stolickou) na Studentku (so stolickou), na Studenta pdsobi Studentka rovnako velkou
opacne orientovanou silou.

Vypoctom sa dopracujeme k hodnote vyslednej pdsobiacej sily 24 N. (Dana hodnota
moze byt v pripadoch a), b) a ¢) rozdielna, avSak v kazdom pripade je pre Studenta a Studentku
na zaklade 3. Newtonoveho zdkona rovnaka.)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/3NPZ.avi
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[ sima | Matej

Measure | Analyze Data Builder... | Refresh | Pomoc |
; markers| v v
B lines| [v] [w]
style| - -
axis| horiz. vert vert
row t P P
0 0 -
1 0,033 0069 -5409
2| 0,067 0123] -6,026
3| 0] 0,059 -3,004]=
4 0133] 0035 -1487
8| 0167 0,084] -4883
6| 02| 0,068 -5,008
7 0,233] -0,048[ -1,062
8] 0267 0002] -0943
g 03] 0,067] -0,367
10 0,333] -0,158] 0,041
11| 0,367 -0,358] 0411
12| 04 -0,368] 0,646
13| 0433] 0392 0922
14 0467] 0598 2116
15| 05 -0,997] 5793
16 0533) -2883| 4,686
. - ) - Parameter Hodnota 1?1 2267 =723 1624
Fit Name:|Priamka | |Fit Bull:ler.J 13| 06| -2367] 6416
A -2 365E1
19 0633] 3897 6,491
Fit Equation: px = A"t + B B 1,080E1 200 0667 4927 1814
21 07| -5385] 6,348
Autofit  rms dev 3 975E-1 —‘ 22| 0733] 50967 6,643+
Drag table columns to yellow (horizontal axis) or green (vertical axis) for curve fitting non-editable

Obr. 2.21 Analyza sily, ktora pésobi na Studentku (so stoli¢kou)

Sima | Matej

Measure | Analyze | Data Buider... Refrosh | Pomoc|
: markers| Iv] [v]
B lines| [w] [w]
stylel e - O
axis| horiz vert vert
row t P Pt
[ 0 -
1 0,033 -5409 0,069
2l 0087 -s026] 0123
3| 01 -3004] 0059|=
4 0133 1487 0,035
5 0,167 -4883 0,084
B 02 -5006 0,066
7l 0233 1082 -0,046
8| 0267 0943 0002
g 03] -0,367] 0,067
-18 + ! 10 0333 0,041 -0159
\p 11 0,367 0,411 -0,358
20 \'\ 12| 04| 0646 0236
-2 | | P T, | ] 13| 0,433 0922 -0,392
i 0.5 1.0 15 2.0 30 14 0467 2116] -0,596
15| 0.5 5783 -0997
16| 0533 4686 -28e3
. . . . Parameter Hodnota 1?1 0.967 1624 -3.723
Fit Name:|Priamka | |Fit Bull:ler.ﬂ 13| 0.6 6416] -2 367
A 2 383E1
19 0633] 6491 -2897
Fit Equation: px = A*t + B = -9.499E0 200 0667 1814 -4027
21 07| 6348 5385
Autofit  rms dev 2 432E0 —‘ 22l 0733 6,643 -5967|~|
Drag table columns to yellow (horizontal axis) or green (vertical axis) for curve fitting non-editable

Obr. 2.22 Analyza sily, ktora posobi na Studenta (so stolickou)
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Uloha 2-9:

Analyzujte pohyb lopty pripevnenej na vidakne, ktorad sa otaca v horizontdlnej rovine. Ako sa
bude lopta pohybovat’, ked’ vlidkno v urcitom okamihu uvol’nime? Aka sila posobi na loptu
tesne pred jej uvol’nenim?

(dizka meradla je 1 m, hmotnost’ lopty je 20,9 g, poet obrdazkov za sekundu je 120 fps).
Zdroj: lopta na niti.avi.

o« v .
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Obr. 2.23 Analyza pohybu lopty

Ako ukazuje nasledujuci Obr. 2.23, lopta sa bude po uvolneni vlakna pohybovat
V horizontalnej rovine v smere kolmom na vldkno (doty¢nici k utvaru, po ktorom sa lopta
pohybuje (v pripade rovnomerného pohybu lopty je danym tGtvarom kruznica)). Tu sa Studenti
Castokrat mylia a predpokladaju, Ze ked’ prestane posobit’ ruka na vlakno (sila na loptu), lopta
sa bude pohybovat v smere vlakna. Je potrebné si ale uvedomit, ze ked” prestane dana sila
posobit’, lopta sa v zmysle Newtonovych zdkonov bude pohybovat’ rovnomerne (zanedbavame
vplyv gravitatného pola auvazujeme len pohyb v horizontalnej rovine) v smere vektora
rychlosti, ktorti mala lopta v Case pustenia vladkna. Lopta méa v dosledku svojej zotrvacnosti
tendenciu pohybovat’ sa d’alej rovnomerne priamociaro. AvSak v dosledku sily, ktora na nu
posobi, bude sa lopta pohybovat’ po kruhovej dréhe (v idealnom pripade). Co sa tyka danej sily,
ktora na loptu posobi pri kruhovom pohybe, uvazujeme o dostredive;j sile (sila ruky pdsobiace]
cez vldkno na loptu smerom do stredu kruznice), ktord spdsobuje neustdlu zmenu smeru
rychlosti. Jej vel'kost je definovana:

mv® (2.27)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/lopta_na_niti.avi
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kde m je hmotnost’ lopty, V je velkost’ obvodovej rychlosti, r je vzdialenost’ lopty od miesta
uchytenia a w predstavuje uhlova rychlost’ otaéavého pohybu. Reakciou na dostredivu silu
v zmysle 3. Newtonovho zdkona je odstrediva sila. Dostrediva sila je sila, ktorou pdsobi na
teleso ruka cez vlakno, odstredivu silu pocitujeme v ruke ako reakciu na silu dostrediva, ktorou
pdsobime na rotujuce teleso. Pojem odstredivej sily sa taktiez Castokrat spdja so zotrva¢nou
silou, ktora posobi v neinercialnej vztaznej stistave — napr. rotujucej. Vtedy odstrediva sila nie
je skuto¢nou silou, ktora by mala povod vo vzdjomnom pdsobeni medzi telesami, ale je
fiktivnou silou. Celé neinercidlna vztazna ststava sa otaca a v dosledku zrychleného pohybu
bude z pohl'adu lopty pdsobit’ na fiu zotrvaéna sila, ktora ju ,,taha* od stredu (podobne, ako ked’
autobus nahle vojde do zékruty a cestujuci maju pocit, ako keby ich nejaka sila tahala smerom
von zo zakruty). Pomocou zotrvacnej odstredivej sily zdévodnujeme pohyb lopty vzhl'adom na
rotujucu neinercialnu vztazna ststavu. Dana zotrvaéna sila existuje len z pohl'adu lopty.

(Viac otejto problematike v literatire Kluvanek, P.: Existuje odstrediva sila? Pravda
0 odstredivej sile.)

Po dosadeni hodnot hmotnosti, rychlosti a polomeru dostdvame pre vel'kost' pdsobiacej sily
tesne pred pustenim vldkna hodnotu Fp = 1,97 N.

NerieSené ulohy:

Uloha 2-10: Analyzujte dany pohyb, uréte vel’kost’ rychlosti lopty. Akd velkd sila pésobi
na loptu pri kope a pri odraze od steny? Ako sa zmeni hybnost’ lopty?
(dizka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,421 kg, frekvencia snimok: 120 fps) zdroj:
odkop stena.avi

Uloha 2-11: Analyzujte pohyb jednotlivych gul’6éok pri Gaussovom dele.
(diZka meradla: 0,5 m, frekvencia snimok: 1000 fps)
zdroj: Gauss_delo.avi

Uloha 2-12: Akd vel’kd sila pésobi na vol’ne padajiicu gul’'u? Akou vel’kou silou pésobi gul’a
pri dopade na zem?
(dlZka meradla: 1 m, hmotnost’ gule je 0,7265 kg, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: gula.avi


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/16_odkop_stena.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/Gauss_delo.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/44_gula.avi
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3. Trecie sily

Mnohokrat v Gvodnych castiach fyziky pri analyze pohybu kvoli zjednoduseniu
pouzivame formulaciu ,,odpor vzduchu zanedbajte* alebo ,,vplyv trecich sil je zanedbatelny*.
V skutocnosti sa vSak s trenim stretdvame doslova na kazdom kroku. St situécie, kedy trenie
a vplyv odporovych sil nie je mozné zanedbat’. Bez trenia by nebola mozna nasa chddza, pohyb
auta ¢i bicykla, nemohli by sme pisat’ perom, pripadne ho drZat’ v ruke. Skrutky by nespliiiali
svoj ucel, utkana latka by sa rozpadla a uzly by sa rozviazali. Na druhej strane vplyvom trenia
v motore a hnacich mechanizmoch sa spotrebovava okolo 20% benzinu v automobile navyse.
Nepretrzitost’ opakovania Smyku a kontaktu stykovych plosSok méze byt niekedy doprevadzané
réznymi zvukmi, napr. pri Smyku kolies na suchej dlazbe, pri $krabani nechtom po tabuli, tahmi
slacika po huslovej strune, atd’. Z pohl'adu druhov pohybu, pri ktorych sa trenie prejavuje
rozliSujeme trenie Smykové a valivé.

3.1 8mykové trenie

Na nasledujucom myslienkovom experimente si objasnime mechanizmy pdsobenia
a vlastnosti sil trenia. Predstavme si krabicu, ktora lezi na podlahe. Snazime sa ju tlacit’
vodorovne stalou silou, ale krabica sa nepohne. Je to spdsobené tym, ze sila, ktorou na krabicu
posobime je kompenzovana vodorovnou brzdnou silou, ktorou podlaha pdsobi opaénym
smerom Vv mieste dna krabice. Zaujimavostou je, ze velkost’ a smer tejto trecej sily je taky, aby
sa rusil u¢inok akejkol'vek sily, ktorou by sme na krabicu posobili. Existuje ista velkost sily,
ktort uz brzdna sila krabice nedokéze vykompenzovat’ a krabica sa pohne. Trecia sila, ktorou
bude podlaha posobit’ na pohybujicu sa krabicu, ju bude postupne spomalovat, az kym sa
krabica zastavi. Keby sme chceli, aby sa krabica pohybovala po podlahe konStantnou
rychlost'ou, museli by sme ju tlacit’ alebo tahat’ silou, ktora méa rovnaku vel'kost” ale opacny
smer ako trecia sila, ktora jej pohybu brani. Cela situacia je podrobne rozobrana z fyzikalneho
hl'adiska na Obr. 3.1. Na zaciatku (a), kedy je krabica v pokoji, pdsobi na krabicu tiaZzova sila

Zeme F_G), ktora je vykompenzovana reakciou R tlakovej sily podlozky na krabicu.

a) R b Tz c) F, pokoj
F F F
F, -
F, F, F,
F

& pohyb

F,

Obr. 3.1 Posobenie sil na krabicu. (a — ¢) Krabica je v pokoji, (d — e) krabica sa pohybuje.
Ked’ je krabica v pokoji, vonkajsia sila F je kompenzovana rovnako vel’kou, opacne
orientovanou silou statického Smykového trenia Fs. S rastiicou silou F narasta aj vel’kost’
sily Fs az do najvy$Sej hodnoty (c). Potom nastane ,trhnutie“ a krabica sa zacne
pohybovat’ so zrychlenim a (d). Ak chceme, aby sa krabica pohybovala rovnomerne
rychlost’ou v, musime vel’kost’ sily F znizit’ tak, aby kompenzovala dynamicka Smykovu
treciu silu Fq (e).
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V dalsich obrazkoch sme reakciu R pre lepSiu nazornost’ presunuli po vektorovej priamke
do taziska krabice (F—R>). Ak za¢neme na krabicu posobit’ silou F (b) a snazime sa ju odtlacit
dolava, ako odozva vznikne staticka smykova trecia sila F’:, ktora smeruje vpravo a kompenzuje
silu F. Krabica je stale v pokoji. So zva¢sovanim sily F narasta aj sila f; (¢) az po ur¢itt kriticka
hodnotu, kedy sa krabica ,,trhne®, strati svoj pokojovy kontakt s podlozkou a za¢ne sa SO
zrychlenim @ pohybovat’ smerom vlavo (d). V tomto pripade uz ale krabicu brzdi dynamicka
(kineticka) smykova trecia sila Fé, ktora mé mensiu vel'kost’ ako najvicsia pripustna hodnota
vel'kosti statickej Smykovej trecej sily posobiacej len v pokoji. Ak by sme chceli, aby sa krabica
pohybovala rovnomerne, museli by sme v okamihu pohnutia krabice velkost’ nasej pdsobiace;j
sily znizit’.

& 45fFON
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najvyssia hodnota Fs
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55 priblizne konStantna hodnota Fq
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15 R .
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Obr. 3.2 Meranie $mykovej trecej sily od zaCiatku posobenia, kedy je krabica v pokoji
cez zaciatok pohybu azZ po pribliZne rovnomerny pohyb za pomoci systému Coach

Obr. 3.2 ukazuje zavislost’ zvd¢Sujlicej sa pdsobiacej sily na krabicu, ktora chceme uviest’
do pohybu, az do ¢asu, kedy nastane ,,trhnutie” krabice a nasledné zmensenie posobiace;j sily,
ked’ze chceme krabicu tlacit’ priblizne rovnomerne.

Vysledky nasho myslienkového experimentu mézeme zhrnut’ nasledovne:

e Ak zacneme poOsobit’ silou F na teleso, ktoré ostava v pokoji, staticka Smykova trecia

sila E posobiaca na teleso ma rovnaku velkost’ ako priemet sily F do podlozky a je
voci nej opacne orientovana.

e Velkost sily f; dosahuje maximalnu hodnotu Fsmax danti vztahom

Fs,max = Hq I:n ’ (31)

kde us je koeficient (faktor) statického sSmykového trenia a Fn je vel’kost normalove;j
tlakovej sily, ktorou je teleso pritlacované k podlozke (velkost je taktiez rovna sile,
ktorou posobi podlozka na teleso). Ak prevysi velkost’ naSej pdsobiacej sily F
hodnotu Fsmax, zane sa teleso pohybovat’ po podlozke.
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e Ked sa teleso da do pohybu a budeme na neho pdsobit’ takou silou F, aby sa
pohybovalo priblizne rovnomerne, klesne velkost Smykovej trecej sily z Fsmax
na hodnotu Fg, ktora je uréena vztahom

Fo =u4F, (3.2)

kde uq je koeficient (faktor) dynamického smykového trenia. Tuto velkost Fg ma
dynamicka trecia sila v priebehu celého pohybu.

Podl'a Amontonovovho — Coulombovho zdakona vePkost’ trecej sily pri Smykovom
treni nezavisi na vel’kosti sty¢nej plochy a je imernd len vel’kosti normélovej sily Fn, ktora

v predchadzajucom myslienkovom experimente predstavuje tiazova sila F? = mg. Treba este
zdoraznit', ze predchadzajiice rovnice nemaji vektorovy charakter, koeficienty us a ud st
bezrozmerné a zistuju sa experimentalne. Hodnoty koeficientov zavisia od vlastnosti ako
telesa, tak aj podlozky, takze zvykneme hovorit o koeficientoch trenia medzi podloZzkou
a telesom alebo medzi dvoma materialmi (napr. hodnota koeficientu statického Smykového
trenia us medzi ocelou a l'adom je 0,027). Taktiez predpokladame, ze hodnota koeficientu
dynamického trenia ug nezavisi na rychlosti pohybu telesa po podlozke. Statické trenie medzi
l'adom a podrazkou topanky je Castokrat vel'mi malé a nezabrani poSmyknutiu. Preto si statické
trenie ¢asto zvySujeme posypanim 'adu pieskom, pripadne Strkom ¢i popolom. Na druhej strane
trenie minimalizujeme, ked’ sty¢né plochy vzajomne sa pohybujicich telies namazeme vrstvou
maziva. Pri¢inou vzniku trecich sil st nerovnosti sty¢nych ploch a vzajomné pdsobenie Castic
Vv sty¢nych plochéch.
Co sa tyka brzdenia 4ut, je potrebné rozlisit’ dva pripady:

e ak sakolesa auta pri brzdeni zablokujt, ide o brzdenie v $myku, pricom sa pneumatika auta
pohybuje vzhladom k asfaltu rovnakou rychlostou ako auto avtedy pocitame
s koeficientom kinematického trenia,

e ak brzdenie neprebieha v smyku, je v kazdom okamihu bod dotyku kolesa s vozovkou
v pokoji, a preto bude brzdna sila rovna hodnote sily statického trenia.

Sucasna elektronika v autach, systém ABS, zabranuje, aby vozidlo v pripade Smyku bolo
neovladatel'né. KedZe koeficient kinematického trenia je vzdy mensi ako koeficient
maximalneho statického trenia, je trecia sila medzi kolesami v Smyku menSia ako v pripade
brzdenia bez Smyku, brzdna dréha z tohto dévodu je v Smyku dlhSia, a preto aj bezpecnostné
systémy v aute sa snazia neuviest’ auto do Smyku. (V niektorych pripadoch na suchom asfalte
vSak moZe byt brzdna draha s ABS dlhSia, neZ bez neho.)

Uloha 3-1:

Urcte faktor dynamického Smykového trenia medzi ocel’ou a roznymi materialmi a pomocou
tabuliek odhadnite, o aké materidly sa jedna.

(frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: koeficient trenia.avi

RieSenie:


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/38_koeficient_trenia.avi
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Je niekolko moznosti, ako urcit hl'adany koeficient statického $mykového trenia.
Jednou z nich by mohlo byt’ vyuzitie silomeru a odmeranie vel’kosti pdsobiacej sily v momente,
kedy sa krabica da do pohybu. Pri rovnomernom pohybe zo znalosti hmotnosti krabice, velkosti
posobiacej sily a vyuzitim vzt'ahov (3.1) a (3.2) by sme uréili hPadany koeficient statického
a dynamického trenia.

Inym spO6sobom rieSenia tejto tlohy bez silomeru a znalosti hmotnosti krabice je
vyuzitie naklonenej roviny. Ak by bolo mozné podlozku (napr. stdl) postupne naklanat’, pri
urcitom uhle sa krabica na stole pohne. Rozoberieme si thto situaciu z fyzikalneho hl'adiska.

Obr. 3.3 Krabica na naklonenej rovine a znazornenie sil, ked’ je krabica v pokoji (F: =
Fd pri rovnomernom pohybe)

Na Obr. 3.3 je znazornena krabica na naklonenej rovine v momente, kedy sa prave zacina
pohybovat’. Na krabicu bude pdsobit’ tiazova sila _F_;, tlakova sila od podlozky ﬁ'; V smere

kolmom na naklonent rovinu a trecia sila E v smere pozdiz naklonenej roviny. Ked'ze je
krabica tesne pred zacatim pohybu v pokoji, musi podl'a druhého Newtonového pohybového
zakona platit’, ze vyslednica sil posobiacich na krabicu je rovna nule

S F=F +F+F=ma=0. (33)

Tato rovnicu budeme riesit’ zvlast pre X-ova ay-ovli zlozku. Pre x-ovi zlozku moézeme
predchédzajicu vektorova rovnicu prepisat’ do tvaru pre vel'kosti sil

> F,=F,—F =ma=0, (3.4)

kde Fp predstavuje vel'kost’ priemetu tiazovej sily F_G> do smeru osi x (Fp = Fgsin a). Pre y-ova
zlozku dostdvame

> F, =F,—F, =0, (3.5)

kde Fn je normalova sila a predstavuje vel’kost priemetu tiazovej sily ﬁ dosmeruosiy (Fn=Fc
cos a). Kedze pohyb krabice je realizovany vzdy len v smere osi X (po splneni istych

podmienok), bude predchadzajtica rovnica vzdy rovna nule, to znamend, ze normalova sila F,
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je vzdy vykompenzovana reakciou podlozky F_R>. V zavislosti od toho, ako sa bude krabica
pohybovat, bude prava strana rovnice (3.4) nenulova (v pripade zrychleného pohybu
so zrychlenim @) alebo tak ako v naSom pripade rovna nule (rovnomerny pohyb krabice,
pripadne krabica je v pokoji). V okamihu, kedy sa krabica za¢ina pohybovat, nadobtida vel'kost’
statickej Smykovej trecej sily E maximélnu hodnotu, teda F, . = uF,, kde Fn=Fgcos a.

Upravou rovnice (3.4) teda dostavame

F,=F,.. (3.6)
F.sina=uF,cosa, 3.7)
odtial’
U, =tana . (38)
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Obr. 3.4 Analyza pohybu telesa na naklonenej rovine v programe Tracker

Ako teda jednoducho ur¢it hodnotu sucinitela Smykového trenia us? Staci zmerat
hodnoty d a h charakterizujuce naklonent rovinu (Obr. 3.4), a tak vypoéitat’ tan a = h/d,
ktory predstavuje hodnotu koeficientu statického Smykového trenia. (RieSenie ponechavame na
samotnom ¢itatel'ovi po analyze videa v programe Tracker.)

3.2 Valivé trenie

Ked’Ze sila trenia spomal’uje pohyb, snazime sa ju zmensit’. Preto sa medzi trecie plochy
casto umiestiiuju gul'ocky alebo valceky, pretoze sila valivého odporu je d’aleko mensia ako
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sila Smykového trenia (tento poznatok sa vyuziva v loziskach). Pod valivym pohybom
rozumieme taky pohyb, pri ktorom sa teleso otd¢a okolo okamzitej osi danej dotykovou
priamkou na povrchu druhého telesa (napr. podlozke). Ak budeme pozorovat pohyb
bicyklového kolesa, ktoré sa pohybuje stalou rychlostou (presnejSie povedané geometricky
stred kolesa sa pohybuje stalou rychlost’ou) po priamej drahe a nepreSmykuje, moézeme tento

pohyb povazovat’ za valivy pohyb. V pripade valenia kolesa bez preSmykovania plati vzt'ah
(3.9)

V; =aR (3.9)

kde vr predstavuje obvodovu rychlost’ pohybu stredu kolesa, @ je uhlova rychlost’ otacania
kolesa okolo osi prechadzajucej stredom kolesa, ktora je rovnobezna s podlozkou a R je
polomer kolesa.

a) voh, b) v=y ¢) v=2v
- + - v
w 0 - u}
S <
‘ - - ~
v=-v V=Vrl ﬂo
T T

Obr. 3.5 Valenie kolesa ako zloZenie a) otac¢avého a b) posuvného pohybu

Ako ukazuje Obr. 3.5, mézeme tento pohyb chapat aj ako zlozenie posuvného
a otacavého pohybu kolesa. Pri otd¢avom pohybe, kedy os otacania je v pokoji, 'ubovolny bod
na vonkajSom obvode kolesa ma obvodovt rychlost’ vr danu vztahom (3.9). Vetky body kolesa
maju rovnaka uhlovu rychlost’ @. Pri posuvnom pohybe (bez otacania) sa vSetky body kolesa
pohybuji rovnakou rychlostou vr. ZloZenim tychto dvoch pohybov dostaneme valivy pohyb.
Zaujimavost'ou je, ze body nachadzajice sa v blizkosti dotyku kolesa s podlozkou st v pokoji,
zatial’ o body na vrchole kolesa sa pohybuju najvac¢sou rychlostou v = 2vr (Obr. 3.5c).

Uloha 3-2:

Analyzujte pohyb pdasu vozika. Akou rychlostou sa pohybuje vrch a spodok pasu vzhladom
K rychlosti pohybu t’aZiska kolesa?
(frekvencia snimok: 120 fps),

zdroj: lego_robot.avi

RieSenie:

Analyza rychlosti v programe Tracker poukazuje na zaujimavé suvislosti medzi rychlostami
vrchnej a spodnej Casti pasu vo vzt'ahu k rychlosti pohybu stredu kolesa Obr. 3.6 (porovnanie
hodnét ponechavame na samotnom citatel'ovi.)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/37_lego_robot.avi
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Obr. 3.6 Analyza a grafy ¢asovych zavislosti rychlosti vrchnej ¢asti pasu a kolesa

|

Iny spdsob pohladu na valivy pohyb ukazuje Obr. 3.7. Tento pohyb mdzeme totiz
interpretovat’ ako otacanie okolo okamzitej osi, ktora prechadza bodom dotyku kolesa V
s podlozkou a je kolma na rovinu kolesa. Okamzité rychlosti jednotlivych bodov valiaceho sa
kolesa st na obrazku Obr. 3.7 ozna¢ené Sipkami.
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Obr. 3.7 Valivy pohyb kolesa mdZeme chapat’ aj ako otac¢avy pohyb okolo osi,
ktora v kazdom okamihu prechadza bodom V dotyku podlozky s kolesom.

Aj pri valivom pohybe zohravaju ulohu trecie sily. Je vobec mozné, aby sa koleso
otacalo po dokonale hladkej podlozke? Ak by sme roztocili koleso uhlovou rychlostou @
a udelili mu vodorovnu rychlost’ vel'kosti v = @R, kde R je polomer kolesa, moznoze by sa to
podarilo tak, aby v mieste dotyku kolesa s podlozkou koleso neprekizavalo a nesmykalo sa
po podlozke. Podobnym spdsobom mézeme uviest koleso do valivého pohybu bez kizania
I v pripade, Zze podlozka nebude dokonale hladka.

Ak by sa koleso pohybovalo po podlozke rovnomerne (pricom zatial' zanedbavame
valivy odpor podlozky proti pohybu) a Ziadna d’alSia vodorovna sila by pohyb neudrZiavala,
musela by byt aj staticka trecia sila nulova. Ind situacia vSak nastane, ked’ sa pokusime zmenit’
postupnu alebo uhlova rychlost’ kolesa. V tomto pripade vSak musime na koleso posobit’
vodorovnou silou a pripustit, Ze sa koleso v mieste dotyku s podlozkou moze aj Smykat’. Pokial
k Smyku ned6jde, bude podlozka posobit’ statickou trecou silou f;, ktora bude smerovat’ ,,proti
snahe* kolesa preSmykovat’. Ak k Smyku ddjde, dynamicka trecia sila F_d) bude namierend proti
skutocnému sklzu.

Doteraz sme uvazovali dokonaly kontakt medzi kolesom a podlozkou, po ktorej by sa
koleso v pripade rovnomerného pohybu po vodorovnej podlozke wvalilo bez trenia.
V skuto¢nosti vSak v dosledku miernych deformécii oboch objektov (a posunu reakcie
podlozky oproti priamke prechadzajucej stredom kolesa) vznika valivy odpor podlozky proti
pohybu kolesa. Pohyb kolesa moZe nastat’ len vtedy, ked’ moment reakcie vzhl'adom na bod
dotyku kolesa s podlozkou (Fn &) bude vykompenzovany momentom taznej sily (Fr), tj.
ked’ bude splnena podmienka

Fr=Fa, (3.10)

kde a je vzdialenost’ posobiska reakcie podlozky od zvislej priamky prechadzajicej stredom
kolesa a r je polomer kolesa (Obr. 3.8).
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Obr. 3.8 Vznik valivého trenia

Z predchadzajlicej rovnice vyplyva vztah pre valivé trenie pri valivom pohybe jedného telesa
po inom

F =%Fn = HyaFno (311)

\

kde wval je sucinitel’ (koeficient) valivého trenia, ktory je vzdy mensi ako koeficient Smykového
trenia, zv1ast’ ak su valiace sa teleso a podlozka z tvrdého a pruzného materidlu. Dosledkom
toho je zhotovovanie gulovych a valekovych lozisk, pouzivanie kolies na vozidlach, atd’.
Z predchadzajlicej definicie vyplyva, ze podhustené pneumatiky automobilu zvySuju valivé
trenie. So zvySovanim valivého trenia sa zdroven zvySuje opotrebenie pneumatik a taktiez aj
spotreba paliva (az o 5%). Sila valivého trenia je omnoho mensia ako Smykového trenia, preto
je lepsie napr. sud valit’ ako Smykat’. Valivé trenie teda spomal'uje pohyb v mensej miere ako
Smykové trenie.

Uloha 3-3:

Urcte brzdné drahy auta Renault Thalia pri brzdeni s roznymi pociatocnymi rychlost’ami na
suchej vozovke a zimnych pneumatikdach.

(frekvencia snimok: 30 fps),

zdroj: Thalia_sucho.wmv



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/thalia_zimne_sucho.wmv
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Obr. 3.9 Grafy ¢asovych zavislosti brzdnej drahy a rychlosti auta so zimnymi
pneumatikami

Obr. 3.10, auto sa od zaciatku nasnimaného deja pohybovalo spomalenym pohybom,
pricom v ivodnom procese brzdenia (priblizne do 1 S) velkost’ spomalenia narastala (v Case t
= 0,67 s malo hodnotu a = -4,39 m/s?) a v zavere¢nej faze brzdenia dosahovalo priemernu
hodnotu a = -6,931 m/s?. (Dant skuto¢nost’ mozno vysvetlit , jemnej$im* stla¢enim brzdného
pedalu, ked’ze auto Soférovala Zena.) Co sa tyka prejdenej drahy pri brzdeni automobilu
S pociato¢nou rychlostou v = 16,898 m/s = 60,83 km/h, ti mozno urcit’ ako obsah plochy pod
grafom zavislosti rychlosti na ¢ase s = 30,1 m. Podobnym spdsobom boli analyzované procesy
brzdenia pri réznych pociato¢nych rychlostiach, priCom bola urcovana rychlost’, pri ktorej auto
brzdilo a prejdena draha. Dané hodnoty boli zaznamenavané do tabul’ky a vynesené do grafu
zavislosti brzdnej drahy od rychlosti, pri ktorej auto zacalo brzdit (Obr. 3.11). Fitovanim
nameranych udajov pomocou zavislosti s = P1*v? + P2 boli uréené parametre P1 a P2. Zo
zavislosti

VZ

_ (3.12)
29u

S

bol ur¢eny faktor statického trenia medzi miestami mokrym asfaltom po topiacom sa snehu
a gumenymi zimnymi pneumatikami, ktorého vypocitana hodnota bola u = 0,62.



79

Trecie sily
: markers| v
T T T T T T T T lines| [v]
style| e
16 axis| horiz vert
row t Vi
141 67| 2,267 5,139]~
68| 23] 5,625
12 69 2,333 5,429
70] 2,367 5,343
el 71 2.4 528
72 2433 4,985
X 73 2,467 4389
8 74 25 4,253
75| 2533 4,103
6l 76| 2567 3,833
77| 2.6 3,786
Al 78] 2,633 3,264
79 2,667 2,928]
80 27 275
2F 81 2733 2547
82 2767 2,492
of ! } | ! ! f 4 83 238 221}
] 05 1,0 15 2.0 25 3,0 35 84 2,833 1.707
s 85| 2,867 1,68
[t=0,67 wx=1,53E1 slope=-4,39E0 area=3.01E1] 36 29 7319] =
- - 87| 2,933 1,195
Fit Name:| Priamka | v‘ | Fit Builder... | | Farameter S | 2,967 1.201
- ‘ _ |A 26,934 89| 3 0,544
Fit Equation: vx = A*t + B ﬂ B 21.63 90| 3033 0,387
o1 3,067 0,334
Autofit rms dev 1,966E-1 ga 31 012|~

Obr. 3.10 Graf ¢asovej zavislosti rychlosti v procese brzdenia auta so zimnymi

pneumatikami
1 Data: Thalia
14 Model: s = P1*v/2 + P2
] Chi"2 = 0.03626
12 S RA2 = 0.99815
] P1  0.00631+0.00011
10 4 P2 0.70157+0.13997
' 8-
" ]
6 .
4 -
2 ]

LN SN B B B S B B B S B RN B s B B B B B S B B B S B RN B S R B B R B S |

15 20 25 30 35 40 45 50
v [km/h]

Obr. 3.11 Graf zavislosti brzdnej drahy od rychlosti, pri ktorej zacalo auto brzdit’
na miestami mokrej vozovke po topiacom sa snehu so zimnymi pneumatikami.
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Podobnym spdésobom bolo analyzované aj d’alSie video (Renault Thalia, mokry asfalt po
topiacom sa snehu, zimné pneumatiky, iny Sofér), pricom bolo jednak nata¢ané video a vo vnuti
auta bol profesionalny pristroj XL meter, ktory zaznamenaval cely proces pohybu (od rozbehu
az po zastavenie) a po spracovani nameranych dat vypisoval hodnotu priemerného spomalenia,
pociato¢nej rychlosti, pri ktorej sa zacalo brzdit’, brzdnej drahy a ¢asu, ktory auto brzdilo. Dané
udaje boli zaznamenané do grafu spolu aj s idajmi, ktoré boli zistené pomocou videoanalyzy.
Mozno ukazat, ze vysledné priebehy urcené z videomerania pomocou programu Tracker a XL
metra s takmer identické (Hockicko, 2013).
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Obr. 3.12 Analyza brzdného procesu pouZitim pristroja XL meter a vyuzitim softwaru
XL Vision

Obr. 3.12 znazoriiuje Easové zavislosti pozdizneho (prie¢neho) zrychlenia, rychlosti a
vzdialenosti od rozbehu automobilu az po samotny proces brzdenia. Za pomoci pristroja XL
meter boli urené parametre brzdného procesu: brzdna drdha s = 23,85 m, poc€iato¢na rychlost’,
pri ktorej auto zacalo brzdit’ vo = 58,60 km/h, ¢as brzdenia tpr = 3,03 s a velkost’ priemerného
spomalenia a = 6,48 m/s?,

Ak by sme chceli byt’ este presnejsi v urCovani brzdnej drahy, museli by sme k celkove;j
brzdnej drahe zapocitat’ aj drahu prejdent v désledku reakéného casu a nabehu plného brzdného
ucinku (reak¢ény Cas je priblizne t = 0,6 — 0,7s (ak je vodi€ pripraveny brzdit), pripadne t = 1,6
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(1,8) s pre indisponovaného (nepozorného) vodica, ¢as oneskorenia bizd t = 0,05 s a ¢as nabehu

brzdného ucinku t = 0,15 s (pre brzdové systémy s hydraulickym prenosom sil) (Rievaj a kol.,
2013)).

Uloha 3-4:

Urcte brzdné drahy auta Citroen C6 pri brzdeni na suchej a mokrej vozovke pri réznych
pociatoénych rychlostiach. (Hodnoty spracujte graficky.) Uréte priemerné spomalenia a
Sfaktor Smykového trenia.

(ditka auta: 4,908 m, frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: Citroen.wmv, Citroen _mokro.wmv

RieSenie:

Nasledujuci Obr. 3.13 znéazorfiuje analyzu casovych priebehov prejdenej drahy
arychlosti pri plnom zosliapnuti brzdového pedalu. Z analyzy bolo urcéené, ze auto zacina
brzdit’ pri pociato¢nej rychlosti 28,6 m/s (102,96 km/h), brzdi so spomalenim a = -9,28 m/s?
a prejde pri tom drahu 45,2 m.
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Obr. 3.13 Analyza ¢asovych zavislosti drahy a rychlosti pri brzdni C6

W (>

Analyzou brzdného procesu pri roznych pociato¢nych rychlostiach je mozné zostrojit’
graf zavislosti brzdnej drahy od pociatocnej rychlosti, pri ktorej zacina auto brzdit’. Pre d’alSiu
analyzu boli pouzité vysledky ziskané pomocou videoanalyz brzdného procesu pri réznych
pociato¢nych rychlostiach na suchej a mokrej vozovke a analyzy dat z pristroja XLmeter. Ako
mozno vidiet' na Obr. 3.14, vysledky ziskané pomocou videoanalyz a XLmetra navzajom
koreSponduju. Zavislost’ prejdenej brzdnej drahy od pociatocnej rychlosti, pri ktorej zacina auto
brzdit’ je parabolickéd, priCom ako z grafov vyplyva, na mokrej vozovke je brzdné draha vyssia
a so zvySujucou rychlostou sa rozdiel medzi brzdnou drdhou na suchej a mokrej vozovke
vyrazne zvacsuje. Z analyzy dat boli uréené hodnoty statického trenia medzi suchym a mokrym


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/citroen.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/citroen_mokro.wmv
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asfaltom a univerzalnymi gumenymi pneumatikami, ktorych vypocitané hodnoty boli 4 = 0,98
au=0,63.
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Obr. 3.14 Analyza brzdnych drah auta C6 na mokrej a suchej vozovke pri réznych
pociatocnych rychlostiach za pomoci videoanalyz a XLmetra

Uloha 3-5:

Porovnajte brzdné drahy domieSava¢a MAN (m = 22 ton) a Mazdy3 (m = 1,2 tony) pri brzdeni
na suchej vozovke pri roznych pociatocnych rychlostiach. (Hodnoty spracujte graficky.)
Urdte faktor Smykového trenia. Zavisi di¥ka brzdnej drahy od hmotnosti?

(dl3ka osobného auta, pri ktorom brzdi domiesavac: 4,605 m, vySka: 1,430 m, frekvencia
snimok: 30 fps)

zdroj: domiesavac.wmv

(di¥ka auta Mazda3: 4,505 m, frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: Mazda3.wmv

Riesenie:

Analyza tohto prikladu a pociatocné odhady brzdnych drah automobilov pri rovnakych
rychlostiach sa v mnohych pripadoch u §tudentov stretdvaju s miskoncepciou: dizka brzdnej
drahy vyrazne zavisi od hmotnosti vozidla. Az 85% opytanych Studentov si mysli, Zze brzdna
draha domiesavaca bude vyrazne dlhsia ako brzdna draha osobného auta pri rovnakej
pociatocnej rychlosti, 15% Studentov si mysli opak. Aka je realita? Vyuzitim videoanalyz
brzdného procesu pri réznych pociatocnych rychlostiach boli do spolo¢ného grafu
zaznamenavané hodnoty brzdnych drah 22 tonového domieSavaca a 1,2 tonovej Mazdy3.
Vysledok je znazorneny na Obr. 3.15. Ako mozno z dané¢ho grafického znazornenia brzdnych
drah vidiet, brzdné¢ dradhy st takmer porovnatelné aj napriek vyraznému hmotnostnému
rozdielu medzi vySetrovanymi vozidlami. Z grafickych zavislosti boli ur¢ené hodnoty
statického trenia medzi suchym asfaltom a gumenymi pneumatikami, ktorych vypocitané
hodnoty boli uman = 0.72 and gmazda = 0.70.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/domiesavac.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/mazda3.wmv
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Obr. 3.15 Analyza brzdnych drah pre Mazdu3 a MAN

Uloha 3-6:

Urcte brzdnu drahu auta Kia Soul a priemerné brzdné spomalenie.
(dlZka auta 4,140 m, hmotnost’ auta je: 2040 kg, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: kia.avi

RieSenie:
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Obr. 3.16 Analyza brzdného spomalenia a brzdnej drahy


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kia.avi
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Analyzou Obr. 3.16 bolo urcené, ze auto zacina brzdit pri rychlosti 14,7 m/s (52,9 km/h),
priemerné spomalenie auta je a = -9,60 m/s? a auto prejde drahu 12,4 metra.

NerieSené ulohy:

Uloha 3-7:

Uloha 3-8:

Uloha 3-9:

Porovnajte brzdné drahy auta Citroen C6 pri brzdeni na vozovke s posypom (Strk
po zimnej udribe) a po uprave vozovky (odstraneni posypu). Hodnoty spracujte
graficky.

(ditka auta: 4,908 m, frekvencia snimok: 120 (30) fps)

zdroj: Citroen posyp.wmv

Urcte brzdné drahy domieSavaca (m = 22 ton) pri brzdeni na suchej a mokrej
vozovke pri roznych pociatoCnych rychlostiach. (Hodnoty spracujte graficky.)
Urcte priemerné spomalenia a faktor Smykového trenia. Zavisi dizka brzdnej
drahy od hmotnosti?

(dl3ka osobného auta: 4,605 m, vySka: 1,430 m, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: domiesavac.wmv

Urcte brzdné drahy auta Mazda3 pri brzdeni na suchej vozovke. Urcéte priemerné
zrychlenie a pociatoc¢nu rychlost’ pri zacati brzdenia.

(dl¥ka auta: 4,505 m, frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: Mazda3.wmv

Uloha 3-10: Uréte brzdné drdhy dut pri brzdeni na zasnefenej vozovke pri réznych

pociatocnych rychlostiach. Urcte priemerné spomalenia dut.
(frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: auta_sneh.wmv

Uloha 3-11: Uréte brzdné drihy auta Renault Thalia pri brideni s réznymi pociatoénymi

rychlost’ami na mokrej vozovke po topiacom sa snehu.
(dlZka auta: 4,171 m, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: Thalia_mokro.wmv
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4. Gravitaéné pole

Nasa skusenost’ hovori, ze telesd vol'ne pustené z ruky, budi padat’ zvycajne zvislo
nadol (vol'ne pustena gul'6¢ka, lopticka). Telesa polozené na vodorovnej podlozke, posobia na
lu tlakovou silou, zavesené telesd posobia tahovou silou na zaves. Pri¢inou tychto javov je sila,
ktorou Zem poOsobi na telesd nachadzajuce sa v jej okoli. Silové posobenie medzi Zemou
a telesami je vzdjomné (na zaklade 3. Newtonovho zakona). To, Ze sa prejavuje len pohybovy
ucinok sily, ktorou Zem posobi na teleso, je sposobené tym, ze Zem ma omoho vacsiu hmotnost’
ako samotné teleso. Vzajomné silové pdsobenie Zeme a telesa je jednou zo vseobecnych
vlastnosti telies, ktort nazyvame gravitdcia.

4.1 Newtonov gravitacény zdkon

S pritomnostou gravitatného pola sa stretdivame kazdy den. Gravitacnd sila je
pritazlivou silou a pdsobi medzi kazdymi dvoma hmotnymi telesami. Jej smer je totozny so
spojnicou t'azisk telies. Velkost' a smer gravita¢nej sily charakterizuje Newtonov gravitaény
zdakon, ktory hovori, Zze dva hmotné body sa navidjom pritahuju rovnako velkymi

gravitaénymi silami, ale opaéného smeru (E) =— @)) Pre gravita¢nt silu teda plati:
F, =M, (4.1)
r

kde « = 6,67.10 !N - m? - kg je gravita¢na konstanta, M, m st hmotnosti telies a r je ich
vzdialenost’. Vzhl'adom na nizku hodnotu gravitacnej konStanty moéZeme konStatovat’, Ze
gravitacné sily sa prejavuju len vtedy, ked’ hmotnost’ asponi jedného telesa je vel'mi velka.
Kazdé hmotné teleso okolo seba vytvara gravitacné pole, ktoré sa prejavuje silovym
pOsobenim na iné hmotné telesa. Silové pdsobenie gravitaéného pol'a v danom mieste
charakterizuje fyzikalna veliCina intenzita gravitacného pol’a. Definujeme ju ako podiel

gravitacnej sily E posobiacej na teleso S hmotnostou m v danom mieste pola a hmotnosti m
tohto telesa:

—KMF
3

(4.2)

oY
I
3 |

Intenzita gravitaéného pola je vektorova veli¢ina, ktorej smer a orientacia je dana
vektorom gravitaénej sily, pri¢om rozmer intenzity gravita¢ného pol'a v Sl je [K] =N - kg =
m - s2. Jej jednotka je totozna s jednotkou zrychlenia. Gravitaéné pole udel'uje v kazdom mieste
pola telesu zrychlenie velkosti K. Ak sa teleso nachddza v poli viacerych hmotnych telies,
vyslednd intenzita v mieste daného telesa je dana sictom — superpoziciou intenzit jednotlivych
telies K = 3, E

Najznamejsim a pre nds najdolezitejSim gravitatnym polom je gravitacné pole Zeme.
Pre jednoduchost’ najprv predpokladajme, Zze naSa Zem je gula s homogénne rozlozenou
hmotnost'ou. Pre velkost’ intenzity gravitaného pol'a na povrchu Zeme plati:

24
K=xMz _gg7 g0 2910

=9,8065 m/s’° =g (4.3)
R; (6,37 10°)
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Intenzita gravitacného pol’a v danom mieste pola sa teda rovna gravitacnému zrychleniu.
Velkost' gravitatného zrychlenia nezavisi od hmotnosti telesa m, ktoré sa v danom poli
nachadza. Vzhl'adom k tomu, ze Zem ma tvar geoidu (je na péloch splostena) a rotuje, skuto¢né
zrychlenie, ktoré je telesim na zemskom povrchu udelené Zemou, sa nazyva tiazové zrychlenie.
Velkost tiazového zrychlenia zavisi od zemepisnej Sirky.

Dalgia veli¢ina, ktora charakterizuje gravitaéné pole je gravitacny potencidl Pg-
Gravita¢ny potencidl v danom bode definujeme ako podiel gravitacnej potencialnej energie Ep
s hmotnost'ou m v tomto bode pol’a a hmotnosti tohto telesa

_5 (4.4)

kde Ep= m K h. Potencial gravitaéného pol'a v istom bode je teda uréeny podielom prace, ktora
vykona gravitacna sila pri premiestneni telesa s hmotnostou m z daného bodu pol'a na povrch
Zeme ahmotnosti tohto telesa. Jednotkou gravitatného potencidlu je J-kg™. pomocou
potencidlu vytvarame skaldrne pole ako d’alsi matematicky model gravita¢ného pola.

4.2 Pohyby telies v gravitacnom poli Zeme

Podl'a Newtonovho gravitaéného zakona vztah Fqg = m K (4.2) predstavuje silu, ktorou
Zem posobi na teleso hmotnosti m vo vzdialenosti r > Rz od stredu Zeme. Na teleso, ktoré sa
nachadza na povrchu Zeme, pdsobi tiaZovd sila Fc = mg. Velkost tiaZzovej a gravitaénej sSily
Zeme sa lisi z nasledujucich dévodov:

e Qravitacna sila zavisi od vzdialenosti telesa od stredu Zeme, ale Zem nie je dokonala
gul’a, je to elipsoid sploSteny na pdloch. Tiazové zrychlenie rastie smerom od rovnika k
polu - meni sa so zemepisnou Sirkou.

e Hustota Zeme sa meni v jednotlivych oblastiach pod povrchom Zeme. Preto tieZ tiazové
zrychlenie je rozne na roznych miestach Zeme.

e Najvicsi vplyv mé vSak rotacia Zeme. Na teleso na povrchu Zeme pOsobi gravitatna
sila Fg a su¢asne aj odstrediva sila Fo = m ? r, pretoze Zem rotuje uhlovou rychlostou
o (uvaZzujeme o neinercialnej vztaznej sustave). Uhlova rychlost’ rotacie Zeme je na
vSetkych zemepisnych Sirkach rovnaka, no polomer otacania r sa smerom od rovnika (r
= Rz) zmenSuje. Vysledna tiazova sila posobiaca na teleso je dana vektorovym suctom
gravita¢nej a odstredivej sily, ak zanedbame ostatné sily:

Fo=F+F,
Ked'Ze velkost’ odstredivej sily E; sa meni so zemepisnou Sirkou polohy telesa na povrchu
Zeme (najvacsia je na rovniku a nulova je na zemepisnych poloch), meni sa so zemepisnou
Sirkou aj velkost tiazovej sily F_G) a tiazového zrychlenia g. Na rovniku ma tiaZové zrychlenie
velkost 9,780 m-s2, na péloch 9,833 m-s. Na metrologické ti¢ely bolo na druhej generélnej
konferencii pre vahy a miery v roku 1901 zavedené normdline tiaZové zrychlenie, ktoré ma
hodnotu
g=9,80665 m-s.

Tato hodnota odpoveda severnej zemepisnej Sirke 45° na Grovni mora. U nas ma tiazové
zrychlenie hodnotu priblizne 9,81 m-s™.

Okrem pojmu tiazova sila sa pouziva aj pojem tiaZ telesa G. Tiaz telesa sa prejavuje
bud’ ako tlakova sila, ktorou posobi teleso na nehybnt vodorovnu podlozku, alebo ako t'azna
sila, ktorou teleso pdsobi na nehybny zvisly zaves. Pdsobisko tiazovej sily lezi v tazisku,
posobisko tiaze ddvame do dotykovej plochy telesa s podlozkou alebo do pevného bodu zavesu.
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Hmotnost telies dokazeme uréit’ vazenim telies na rovnoramennych vahach. Ak na jednu misku
posobi tiaz telesa E: = m, g, rovnovaha nastane, ak na druhi misku ddme zavazie tiaze 5; =
m,g, priom G, = G,, ateda aj m,§ = m,§. Ked'ze tiazové zrychlenie g je pre obe misky
rovnake¢, bude platit’ aj my; = m,. Z rovnosti tiaze telesa a tiaze zavazia vyplyva aj rovnost’
hmotnosti obidvoch telies.

V dalSej Casti sa sustredime na pohyby v blizkosti zemského povrchu. Rovnice
popisujuce rovnomerne zrychleny pohyb platia pre zvisly vrh v blizkosti zemského povrchu (ak
je odpor vzduchu zanedbatelny), t.j. do vySok zanedbatelne malych oproti zemskému
polomeru, teda h << 6.10% km. Medzi tieto pohyby patria tzv. vrhy ako $ikmy vrh, vodorovny
vrh, zvisly vrh nahor, zvisly vrh nadol a voI'ny pad. Pre ne sa odvodi vSeobecny tvar pohybovej
rovnice, z ktorej je mozné jednoduchym dosadenim pociatoénych podmienok urcit’ vysledné
vzt'ahy pre prislusny druh pohybu.

E | S| B w- || ¥wont == 8 | Qaoos | ooy | N o A A | A A, g &
v model m|2 000E-2 vyuZivana pamét: 123MB o 247MB
4 —
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g &y

[model whrany (zamknuté)

307 100%‘:1j‘n B .{_} 2 a1 t|3220 07‘; 2 t3 4 5
=022 y=0,
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Obr. 4.1. Analyza pohybu v tiaZovom poli Zeme Vv siiradnicovom systéme X, y

4.2.1 Pohybova rovnica pre popis v malych vyskach

Pri rieSeni vSetkych pohybov v klasickej mechanike vychadzame z Il. Newtonovho
pohybového zakona matematicky sformulovaného vztahom (2.1). Z daného zakona pre
zrychlenie teda plati

= 3 (4.5)
m m i

kde F je vyslednica vSetkych sil pdsobiacich na teleso. Jednotlivé sily 17; su sily, ktoré jednak
sposobuju pohyb atiez pdsobia proti pohybu. Castokrat pohyb telies analyzujeme
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v pravouhlom stradnicovom systéme (X, Yy, z). V naSom pripade budeme uvazovat len
posobenie tiazovej Sily

F, =(0-mg)0), (4.6)

pri¢om vodorovny smer sme oznacili X, smer zvislo nahor sme oznacili y. Ked’Ze rovnica (4.5)
je vektorova rovnica, predstavuje vlastne trojicu algebraickych rovnic, pricom budeme
uvazovat len tiazovu silu (4.6). V kartézkom stradnicovom systéme maju algebraické rovnice
vektorovej rovnice (4.5) tvar

ay=0 , ay=-g¢g, a,=0, (4.7)

kde ax, ay, a; st zlozky vektora @ a Fx, Fy, F7 st zlozky vyslednice vektora F.

Na to, aby sme mohli ur¢it’ rychlost’ ¥ a drahu s ako funkcie Casu t pre dané teleso
potrebujeme vediet okrem podsobiacich sil aj pociatocné podmienky. Tie vo vSeobecnosti
uréuju, aka malo teleso pociatoénu rychlost’ v, a pociatoénu polohu 7,V Case t = 0,

VOZ(VOX’VOy’VOZ)’ Foz(xo’yc’zo) , (4.8)

t.J. v okamihu, ked’ na teleso zac¢ala posobit’ sila F.

Riesenie pohybovych rovnic (4.7) s poéiato¢nymi podmienky (4.8) si budeme ilustrovat’
na popise pohybu telies v tiazovom poli Zeme. Predpokladajme, Ze mame hmotny bod, ktory
sa moZe nachadzat’ v nie prili§ velkych vySkach nad zemskym povrchom vo vyske mensej ako
100 m. Tento predpoklad zabezpeci, Ze tiazovu silu posobiacu na teleso mézeme povazovat za
konstantnii (4.6). Dalej predpokladajme, Ze hmotny bod sa nachddza vo véakuu. Takyto
predpoklad zase zabezpeci, ze nemusime uvazovat’ odporové sily, ktoré by pdsobili na teleso
pohybujuce sa v atmosfére. Pre d’alSie zjednoduSenie budeme uvazovat’ len dvojrozmerny
suradnicovy systém Xy tak, Ze os X bude rovnobezna so zemskym povrchom a 0S y bude na fiu
kolma (vid’. Obr. 4.1). Pre vysledné vSeobecné vyjadrenia rychlosti a drahy hmotného bodu
V smere 0si X @ y mdzeme pisat’

V, =V, vV, =V,, —gt,
(4.9)

1
X=X, +Vp,t, Y=Y, +Vo,t —Egt :

Zo vseobecnych rovnic pre rychlost” a drahu v smere osi X ay mdzeme podrobnejsie
charakterizovat’ jednotlivé $pecidlne pripady pohybu hmotného bodu v spominanom poli
a urcit’ Specifika danych pohybov.

4.2.2 Sikmy vrh

Sikmy vrh je pohyb, kedy je teleso vrhnuté poéiatoénou rychlostou v, Vv rovine xy pod
uréitym uhlom & S 0SOU X, t.j. so zemskym povrchom (Obr. 4.2).
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Obr. 4.2. Sikmy vrh

Pohyb telesa aj v tomto pripade popisuju rovnice (4.9) s ur¢itymi pociatoénymi podmienkami:
viase t=0s sa v, = (vycos «,v,sin o) ataktiez Xo=Yo=0. Ked dosadime dané
pociato¢né podmienky do rovnic (4.9), nasledne dostaneme:

V, =V, CoS, vV, =VgSina —gt, (4.10)

. 1
X=V,t cosa , Y=Vt sina —Egtz, (4.11)

pri¢om uvazujeme o pohybe len v rovine xy. Po matematickych upravach je mozné dopracovat
sa k rovnici: Y=Xtg o - X g /(2 vg cos® a), ¢o predstavuje rovnicu paraboly.
V pripade Sikmého vrhu je viacero ddlezitych parametrov, ktoré mdézeme vypocitat’
jednoduchou upravou:
e Cas dosiahnutia maximalnej vySky H (kedy plati, Ze y-ova zlozka rychlosti je rovna 0):

(, —VoSina (4.12)
g
e suaradnice vrcholu H:
2 o 2 2
Vo SINa COS & Vo SIN™ (4_13)
n=———F7—"""1 Yv=——F7—,
29 29

e (as dopadu:
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ty = =2t (4.14)
g
e vzdialenost’ dopadu od miesta odkopu lopty:
_2visina cosa Vg sin2a (4.15)

Xp =

g g

Vyslednu rychlost’ dopadu vypocitame vyuzitim X-ovej zlozky rychlosti vx = Vo cosa
ay-ovej vV, =Vysina—gt. Vysledna rychlost je teda dana vztahom:

2 2 2 ne? 2 cin2 2 i
V:\/Vx +v, :\/v0 cos® a+ V¢ sin® a +(gt)’ —2vygtsina = (4.16)

= V2 + (gt} - 2vygtsina.

4.2.3 Zvisly vrh nahor

Zvisly vrh nahor predstavuje vyhodenie napr. lopty smerom nahor (vrh_nahor2.avi).
Tento pohyb mdézeme povazovat’ za Sikmy vrh, priCom uhol a, pod ktorym sa lopta vyhadzuje
je 90°. Dosadenim danych parametrov do rovnic (4.9) a (4.10) a poc¢iato¢nych podmienok vyxy=
0 m/s, xo = 0 m (teleso sa pohybuje len v smere osi y, teda x-ova zlozka rychlosti a polohy sa
rovna 0), Yo = h (pohyb sa uskuto¢iiuje v smere 0si y s poéiato¢nou rychlostou v, > 0)
dostaneme

v, =0m, vV, =V, —0t, (4.17)

x=0m, y=h+vpt—1gt?, (4.18)

Zo skusenosti vieme, Ze teleso postupne spomal’uje, aZ nakoniec zastane v najvysSom bode
svojho pohybu a potom zacne vol'ne padat’ smerom nadol. Ked’Ze teleso v najvy$som bode hmax

ma nulova rychlost’ v, (hm ax) =0m/s, da sa z tejto informacie vypocitat’, za aky ¢as dosiahne

teleso maximalnu vysku:

§, =20 (4.19)

Ak do vztahu pre drahu v smere osi y (4.18) dosadime cCas ty, pre maximalnu vySku Nmax
dostaneme vzt'ah

Vo~ (4.20)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/17_vrh_nahor2.avi
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Obr. 4.3 VVrh zvislo nahor
4.2.4 Zvisly vrh nadol

Pri zvislom vrhu nadol udelime lopte poc¢iatoénti rychlost’ v zapornom smere osi y (Vo <
0) a loptu vrhame pod uhlom o = - 90°. Dosadenim danych parametrov do rovnic (4.9) a (4.10)
a pociatoénych podmienok vyx= 0 m/s, xo = 0 m (teleso sa pohybuje len v zapornom smere
smere 0si Yy, teda x-ova zlozka rychlosti a polohy sa rovna 0), yo=h, dostaneme

v, =0m, vV, =-V, —gt, (4.21)

x=0m, y=h-vit-1gt?, (4.22)

425 Volny pad

Volny pad je pohyb, ktory vykonava predmet volne spusteny z uréitej vysky h nad
zemskym povrchom (Obr. 4.4), pricom predpokladame homogénne gravitaéné pole. V tomto
pripade neuvazujeme 0 odpore vzduchu. Predpokladajme, ze v ¢ase t =0 s boli pociatoéné
podmienky vol'ného padu nasledovné: vox = Voy = 0 (nulova rychlost) xo = 0, Yo = h. Z nasich
v§eobecnych rovnic (4.9) pre vol'ny pad dostaneme

v, =0, v, =—gt, (4.23)

y

(4.24)
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Z tychto rovnic vyplyva, Ze pri vol'nom pade pohyb prebicha len v smere y-ovej osi a jedna sa
0 pohyb rovnomerne zrychleny smerom nadol. Jednoduchymi vypoctami sa daju urcit
aj niektoré d’alSie vlastnosti voI'ného padu.
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Obr. 4.4 VoPIny pad

Cas dopadu telesa ts mdZzeme uréit’ z rovnice pre y-ovi saradnicu (4.24). Ked’ teleso dopadne
na povrch Zeme, tak y = 0 m a potom pre ¢as dopadu plati:

2h (4.25)

Dal$im dolezitym parametrom je rychlost’ dopadu Vg, ktorou teleso dopadne na zemsky povrch.
Mozeme ju uréit’ zo vzt'ahu pre rychlost’ (4.23) tak, ze za Cas t dosadime predchadzajuci vzt'ah
tq. Pre absoltatnu hodnotu rychlosti potom dostaneme:

v, =29 . (4.26)

Na vztahoch (4.25) a (4.26) je zaujimavé, Ze sa v nich nevyskytuje hmotnost’ telesa. To
ale znamena, Ze telesa s rdznymi hmotnost’ami (napr. pierko sliepky a 1 kg kniha) spustené z
rovnakej vysky, by za naSich predpokladov, ktoré sme si stanovili na zaciatku (bezodporové
prostredie a mala vyska nad zemskym povrchom), dopadli naraz a s rovnakymi rychlost’ami.
Vplyv odporovej sily na pohyb realnych telies budeme riesit’ neskor v kapitole Modelovanie
realnych dejov v programe Tracker.

Riesenie vol'ného padu a vrhu nahor je mozné aj z pohl'adu zakona zachovania energii.
V pripade vol'ného padu i vrhu nahor uvazujeme o dvoch stavoch: 1. maximalna vyska a Il.
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poloha telesa tesne pred dopadom. V L. stave uvazujeme len polohovu energiu telesa Ej = Ep =
m g h, pretoze teleso na zaciatku pohybu ma nulovi rychlost’ a v II. stave zase uvazujeme len
kineticku energiu Ey = Ex = % mv?, polohova energia je nulova (h = 0). Ked’ dame do rovnosti
tieto energie dostavame vztah bud pre rychlost dopadu pri vol'nom pade (4.26) alebo
pre maximalnu vysku vrhu nahor (4.20).

4.2.6 Vodorovny vrh

Vodorovny vrh je pohyb, kedy je teleso v ur€itej vyske h nad zemskym povrchom
vrhnuté vodorovne s poc¢iato¢nou rychlostou vo (Obr. 4.5).
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Obr. 4.5. Vodorovny vrh

Jeho pohyb popisuju tie isté rovnice (4.9) ako pri vrhu zvislo nahor, nadol a vol'nom
pade, len sinymi poc¢iato¢nymi podmienkami. Oproti predoslym pohybom, tento pohyb sa
uskutociiuje v rovine X, y. Vodorovny vrh je mozné zlozit’ z dvoch pohybov: rovnomerny pohyb
V smere 0si X a voI'ny pad v smere 0si y. Po¢iatoéné podmienky pre tento pohyb su nasledovné:
teleso je vystrelené v smere osi X (X = 0) s po¢iato¢nou rychlost'ou Vo = Vx Z po€iatoénej vysky
Yo = h. Po dosadeni tychto pociato¢nych podmienok do rovnic (4.9) dostaneme

V=V, Vy=—g t, (4.27)

X=V,t, y=h-— % o’ (4.28)

Pri vodorovnom vrhu sa teleso pohybuje po krivke, ktora sa da popisat’ parabolou v tvare:
y:h—ng/(ng). Cas dopadu sa zhoduje s ¢asom uréenym pri volnom pade t, =,/2h/g
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(4.25). Vzdialenost’ dopadu pri vodorovnom vrhu je mozné urcit’ zo vzt'ahu pre X-ovi stradnicu
(4.28) tak, ze za Cas t dosadime ¢as dopadu ty. Pre vzdialenost’ dopadu X4 potom plati:

2h (4.29)

Y

Xqg =Vo

Vypocet rychlosti dopadu je v tomto pripade zlozitejsi, lebo vyslednd rychlost’ sa sklada
z x-ovej zlozky rychlosti vx = Vo a y-ovej v, = —gt, =/2gh. Vysledna rychlost je teda dana

vztahom:
V= \/sz + vy2 = \/voz +2gh, (4.30)
pri¢om s 0sou X zviera uhol
B =arctan(v, /v, )= arctan(y2gh /v, ). (4.31)

Uloha 4-1:

Analyzujte dany pohyb, urcte rychlosti lopty a vel’kost’ tiaZového zrychlenia v jej maximdlnej
vySke.

(ditka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,290 kg, frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: vrh_nahor2.avi

RieSenie:

Na Obr. 4.6 je znazornena analyza pohybu lopty vyhodenej zvislo nahor. Hodnotu
rychlosti a zrychlenia v maximalnej polohe lopty je mozné ur€it’ z ¢asovych zavislosti. Ako zo
sktisenosti vieme, rychlost’ lopty v maximalnej polohe bude nulova (v ¢ase blizko 1s), problém
vSak robi urcenie zrychlenia, ktoré mnohi Studenti v maximalnej polohe lopty povazuju za
nulové. Hodnotu okamZitého zrychlenia mozno urcit' aj ako smernicu dotycnice ku grafu
zévislosti rychlosti na ¢ase a ta bude rovnaka pre pripad pohybu lopty nahor (po opusteni ruk)
aj pre pohyb nadol (pokial’ sa lopta neodrazi od zeme) a taktiez aj v maximalnej polohe lopty.
Pre urcenie hodnoty priemerného zrychlenia je mozné pouzit’ linedrnu regresiu.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/17_vrh_nahor2.avi
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Obr. 4.6 Analyza zvislého vrhu smerom nahor

NerieSené ulohy:

Uloha 4-2: Uréte hodnotu tiaového zrychlenia Zeme. Akou rychlost'ou je lopta vyhodend
a akou rychlost’ou dopadne?
(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,580 kg, frekvencia snimok: 120 fps) zdroj:
vrh nahor.avi

Uloha 4-3: Uréte hodnotu tiazového zrychlenia Zeme. Akou rychlost’'ou sa lopta pohybuje
vo vodorovnom smere? Akda sila posobi na loptu?
(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,580 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: vodorovny vrh.avi

Uloha 4-4: Analyzujte dany pohyb, urite vel’kost’ rychlosti lopty vo vodorovnom a zvislom
smere. Aka vel’ka sila posobi na loptu pri kopnuti?
(ditka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,421 kg, frekvencia snimok: 120 fps) zdroj:
sikmy vrh.avi


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/13_vrh_nahor.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/12_vodorovny_vrh.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/11_sikmy_vrh.avi
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Uloha 4-5: Analyzujte rychlost’ daného pohybu lopty, akd vel’kd sila pésobi pri odrazoch?
(dlZka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,610 kg, frekvencia snimok: 120 fps) zdroj:
vrh nadol.avi

Uloha 4-6: Analyzujte dany pohyb, uréte velkost’ rychlosti lopty. Akd vel’kd sila pésobi
na loptu pri hodeni dole?
(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,580 kg, frekvencia snimok: 120 fps) zdroj:
vrh nadol2.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/14_vrh_nadol.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/18_vrh_nadol2.avi
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5. Tuhé teleso

Pri niektorych uvahach a fyzikdlnej interpretacii nevysta¢ime s myslenym pojmom
hmotného bodu (napriklad pri ota¢avom pohybe). Mdzeme vSak zanedbat’ zmeny tvaru
a objemu telies, ktoré nastavaju pdsobenim vonkajsich sil, a tak zavadzame pojem tuhé teleso.
Tuhé teleso je idedlne teleso, ktorého objem a tvar sa ucdinkom lubovol’ne vel’kych sil
nemeni.

Bod, v ktorom sila pdsobi na teleso, nazyvame pésobisko sily. Uginok sily posobiacej
na teleso nezavisi len od velkosti a smeru sily, ale aj od jej posobiska. Pri tuhom telese budeme
skimat’ ota¢avy pohyb daného telesa. Na rozdiel od posuvného pohybu, kedy vsetky body
telesa maju rovnaka okamziti rychlost’, pri otaavom pohybe budu mat’ vsetky body tuhého
telesa rovnak(l uhlova rychlost’.

5.1 Moment sily

Schopnost’ sily F otagat teleso okolo pevnej osi zavisi nielen na velkosti a smere sily,
ale aj od polohového vektora 7 posobiska sily vzhladom na os otd¢ania a charakterizuje ho

fyzikalna veli¢ina nazyvana moment sily M

M=rxF. (5.1)

Moment sily je vektorovou veli¢inou a jeho smer je kolmy k rovine vektorov 7 a F. Jeho
smer ur¢ime podl'a pravidla pravej ruky: ak polozime pravl ruky na povrch telesa tak, aby prsty
ukazovali smer pdsobiacej sily, ktora sposobuje otacavy pohyb, vztyceny palec nam ukaze smer
momentu sily. Jednotkou momentu sily je newton meter [M] = N . m. Tak, ako hybnost’ p
charakterizuje posuvny pohyb hmotného bodu, charakteristikou ota¢avého pohybu okolo osi

neprechéadzajticej hmotnym bodom je moment hybnosti L
L=Fxp=m(xv), (5.2)

kde 7 je polohovy vektor hmotného bodu vzhl'adom na os otacania.
Tuhé teleso, ktoré sa moze otacat’ okolo osi, bude v rovnovaznej polohe, ked’ vektorové
sucty vSetkych sil a vSetkych momentov sil, ktoré na teleso posobia, budu nulové vektory.

5.2 TaZisko telesa

Tazisko telesa je definované ako posobisko tiazovej sily. Mozno ho uréit’ ako prieseénik
taznic v telese. TaZisko pravidelnych rovnorodych telies, ktoré maji geometricky stred
simernosti: gul'a, valec, obru¢, kvader a pod. je v strede simernosti danych telies. Tazisko
nerovnorodych telies alebo geometricky nepravidelnych uréujeme zvycajne pokusom. TaZisko
mdze lezat’ aj mimo telesa, napr. taZisko prstenca, dutej gule, nadoby.

5.2.1 TazZisko sastavy dvoch a viacerych hmotnych bodov

Pod pojmom t'azisko ststavy dvoch hmotnych bodov budeme rozumiet’ taky bod, na spojnici
danych bodov (Obr. 5.1), pre ktory plati dana podmienka:



98 Fyzikdlna videoanalyza redalnych dejov

A
y
X,
1
1 a b
XI < > »
* )
m, m, X
X

Obr. 5.1 Urcenie polohy t’aZiska sustavy dvoch hmotnych bodov

2 (5.3)

~m
m,

oo

Ked’ze z daného obrazka vyplyva, ze a = Xt — X1 a b = X2 — Xt, po dosadeni za a a b a tiprave
predoslej rovnice dostaneme:

_ MyX +MyX, (5.4)
T - .
m, +m,

Dany vztah je mozné zovS§eobecnit’ aj pre stistavu n bodov. Ak je poloha i-tého bodu x; a jeho
hmotnost’ je mi, potom pre X-ovu polohu t'aziska danej sstavy plati:

X, = lZn:mixi , (5.5)

kde m je celkova hmotnost’ sistavy rovna suc¢tu hmotnosti jednotlivych hmotnych bodov m =
mi +mz + ...+ Mp.

Ked’Ze v trojrozmernom kartezianskom priestore je kazdy hmotny bod urceny trojicou
suradnic (Xi, Vi, Zi), aj pre charakteristiku taziska by bolo potrebné urcit’ suradnice yr a zt,
obdobne, ako tomu bolo v pripade xt a pre polohovy vektor t'aziska mozeme teda pisat’:

> m . (5.6)

V pripade, ze sustavu hmotnych bodov nahradime dokonale tuhym telesom so spojite
rozloZenou hmotnostou, mézeme pre polohovy vektor t'aziska tuhého telesa pisat’:

_[de

r =

(5.7)

J'dm '

m
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Uloha 5-1:

Analyzujte pohyb kladiva ako pohyb dvoch Casti: poriska a kovovej Casti kladiva, ¢o plati pre
pohyb ich raZiska?

(dl'z’ka kladiva: 0,3 m, hmotnost’ kladiva: 0,35 kg, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: kladivo.avi

RieSenie:

Pohyb kladiva mdzeme chapat’ ako pohyb dvoch hmotnych bodov sustredenych
v taziskach poriska a kovovej Casti. Program Tracker umozituje analyzovat pohyb dvoch
hmotnych bodov a nasledne ur¢it,, ako sa bude pohybovat’ ich tazisko.

Na Obr. 5.2 je analyzovany samostatne pohyb kovovej casti kladiva (Cierny
kosostvorec) a drevenej Casti poriska (modry kosoStvorec) (obe Casti povazujeme za
homogénne). Ked'ze pozname celkovi hmotnost’ kladiva a vieme uréit' vzdialenosti medzi
taziskami poriska a drevenej Casti od taziska celého kladiva za pomoci meradla v programe
Tracker, vyuzitim vzt'ahu (5.3) dokazeme odhadnut’ hmotnosti samostatnej kovovej a drevenej
casti kladiva. Pokial’ sme to spravne urcili, tazisko ststavy dvoch hmotnych bodov uréené
programom Tracker (¢erveny bod) by sa malo pohybovat’ po tazisku kladiva — bode na kladive
oznac¢enom bielou paskou.

S| S | B w- || ¥wont == 8 | Qaors | ooy | N & A A | A A, = c
¥ < porisko m[8750E-3 | vyuZivana pamét: 42MB 0 247MB
T4
¥l k= oraf | ® taiisko iv [C] Sync a
tazisko (t, y)
06} ' '
L 04
3 020
5 g L L L !
g 6 0 05 1,0 15 2,0 25
9 t=2,50 v=0,05 !
& tazisko (t, vy)

12 14 4097E-2 ol

1,353E-1

1844
000 -

Tabufka | ® tazisko iv a
t 0 0,503 0,307)4|
0,167, 0,462 0,419 7'
0,334 0,427 0,508 :)
v 7 e 0,501 0,384 0,584

AAAAA TapemMeasure meradlo A (pre wyher a / aleho nastavenie viastnosti kliknite) 0.667 0.352 0634

564 |100%— WM B ¢ . 1 4 5 B T 0,834] 0,318 0,669
—— = = 1,001 0,282 0,685/
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Obr. 5.2 Analyza pohybu kladiva ako stustavy dvoch hmotnych telies

Uloha 5-2:

Analyzujte pohyb biliardovych gul’ pred a po zrdZke a pohyb ich taZiska.
(priemer biliardovej gule je 5,72 cm, pocet obrazkov za sekundu je 30 fps).
Zdroj: kulecnik.mp4.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/24_kladivo.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kulecnik.mp4
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Obr. 5.3 Analyza pohybu biliardovych gal’ pred a po zrazke

Ako mozno na Obr. 5.3 vidiet, tazisko gul’ sa pohybuje po priamke, rychlost’ gal’ sa v smere
0si X nemeni, v Smere 0si Y sa rychlost’ po zrazke zmensi.

5.3 Moment zotrvacnosti a kinetickd energia otacavého pohybu

Budeme uvazovat’ o rovhomernom ota¢avom pohybe tuhého telesa okolo osi. Ked’ sa
tuhé teleso rovnomerne otaca uhlovou rychlostou @, pohybuju sa vSetky jeho Castice, ktoré
povazujeme za hmotné body, uhlovou rychlost'ou w. Pre velkost’ rychlosti i-tej ¢astice plati

V. =T (5.8)

kde vi je velkost rychlosti i-tej Castice ari je vzdialenost' i-tej Castice od osi otacania.
Pre kinetickt energiu i-tej Castice mdzeme pisat’

Ki 2 i 2 2 )

kde veli¢ina Ji predstavuje moment zotrvacnosti i-tej Castice vzhladom na os otacania.
Vyslednu kineticka energiu telesa, ktoré kona rovnomerny otacavy pohyb okolo nehybnej osi
ur¢ime suctom kinetickych energii jeho jednotlivych cCastic:
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£, Z%W’ (5.10)

kde J = J1+J>+...+Jn sa nazyva moment zotrvacnosti telesa a je rovny su¢tu momentov vsetkych
jeho castic.

n
J=mr’+mrf 4 +mrZ=>"mr? (5.11)
i=1

Jednotkou momentu zotrvaénosti je [J] =kg.m?.

VO vseobecnosti vypo¢ty momentov zotrvacnosti nie sa trividlne, a preto v tejto
ucebnici budeme pracovat’ len s momentami zotrvac¢nosti niektorych homogénnych telies:
tenkého rovnorodého kotuca (valca), ktorého os prechadza stredom kolmo na rovinu kottca:
J = % mr?, kde m je hmotnost kotu¢a (valca) a r je polomer kotu¢a (valca); rovnorodej gule
s hmotnost'ou m a polomerom r: J = 2/5 mr?; dutej gule s hmotnost'ou m a polomeromr: J = 2/3
mr?; tyée s hmotnostou m a dizkou |, vzhl'adom na os kolma na ty¢ a prechadzajticu stredom
tyée: J = 1/12 mI? a koncovym bodom ty¢e J = 1/3 ml?.

Ak teleso bude sucasne vykonavat’ posuvny pohyb s rychlostou taziska vt a otacavy
pohyb okolo osi rotacie s uhlovou rychlostou @, jeho celkova kineticka energia bude potom
dana ako sucet kinetickej energie posuvného a rota¢ného pohybu:

1

E =—-mV PER P (5.12)
2 2

5.4 Pohybova rovnica telesa otdcajuceho sa okolo osi

Ak teleso vychylime z rovnovaznej polohy a bude vykonavat’ kmitavy pohyb s uhlovym
zrychlenim ¢, potom pohybova rovnica, ktorad charakterizuje jeho pohyb ma tvar:

M =Jg, (5.13)

kde M predstavuje moment vsetkych sil posobiacich na teleso vzhl'adom na os rotacie a J je
moment zotrvaénosti telesa vzh'adom na os otacania.

Uloha 5-3:

Analyzujte valivy pohyb gul’ na naklonenej rovine. Ktord z gul’ roznych hmotnosti, priemerov
a materidlov (kov (m =727 g, d =72 mm), drevo (m = 5,9 g, d =29 mm), guma (m = 6,6 g, d
= 23 mm)) dosahuje na konci naklonenej roviny najvyssiu rychlost’? Vysvetlite! (frekvencia
snimok: 120 fps, dika meradla: 1m)

zdroj: valenie_gule.avi Zavisi rychlost’ valenia gul’ od hmotnosti?

Riesenie:


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/46_valenie_gule.avi
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Obr. 5.4 Analyza valivého pohybu pre kovoviu a gument gul’u

Na priklade homogénneho telesa kruhového prierezu (valec, gul'a), ktoré sa vali vplyvom svoje;j
tiaze dole po naklonenej rovine si ukdZeme urcenie zrychlenia t'aziska telesa ar a rychlosti vr,
ktorou sa pohybuje teleso po prejdeni drahy s, ked’ v ¢ase t = 0s bolo v pokoji. Teleso ma
polomer r a hmotnost’ m a naklonena rovina zviera uhol o S vodorovnou rovinou.

Obr. 5.5 Teleso valiace sa po naklonenej rovine a sily, ktoré na neho posobia
Na Obr. 5.5 st znazornené sily, ktoré posobia na teleso: tiazova sila Fg, reakcia
podlozky F;, ktorej posobisko sme posunuli pozdiZ jej vektorovej priamky do stredu telesa

atrecia sila F, posobiaca v mieste dotyku podlozky a telesa. Pre zjednodusenie budeme
predpokladat’, Ze hmotnost’ telesa je rozloZzena symetricky vzhl'adom k osi rotacie, a teda
tazisko splyva s geometrickym stredom telesa. Ked'Ze sa teleso dotyka podlozky nepatrnou
ploskou, moézeme valivé trenie zanedbat’. Ked’ze uvazujeme o pohybe okolo osi prechadzajuce;

stredom telesa, budi momenty tiazovej sily F_G) a reakcie podlozky ﬁ'; rovné nule, ateda
neprispievaju k urychl'ovaniu otacavého pohybu. Roztacanie telesa proti smeru hodinovych

rudiciek sposobuje vyhradne trecia sila F;, ktorej rameno sily je 7.
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Stradnicovu sustavu sme si zvolili tak, Ze os X je rovnobezna s naklonenou rovinou a 0s
y je kolma na naklonent rovinu. Podl'a vety o pohybe taziska je zrychlenie taziska dané
pohybovou rovnicou

F—ma,, (5.14)
ktora si mozeme rozpisat’ zvlast’ pre X-ovu a y-ovua zlozku

d’x
ma,, = mT; =>F, =Fs —F . (5.19)

ma,, = . yT => F, =Fg —Fg» (5.16)

kde xt a yT predstavujt suradnice t'aziska telesa. Ked’Ze pohyb telesa sa bude uskutoéiovat’ len
V smere 0si X a nie v smere kolmom na podlozku (y-ova os), kde je tazisko v pokoji, mézeme
rovnicu (5.16) polozit’ rovnu nule

d*y;
dt?

(5.17)

=0, takze Fy, —F; =0,

Cize
Fo, =Mgcosa = F,. (5.18)

Dostali sme, Ze tlakova sila podlozky Fr posobiaca na teleso je rovnako velka ako
normalova zlozka tiaZzovej sily Fen. Ked'Ze sily lezia na jednej priamke, navzdjom sa rusia.
Vzhl'adom k tomu, Ze v prvej pohybovej rovnici st dve nezname (arx a Ft), je potrebna este
jedna pohybova rovnica, ktora suvisi s otaavym pohybom telesa a momentom trecej sily
vzhl'adom na os ot4cania, ktorad prechadza stredom ¢i uz valca alebo gule

I"e = ZM_F‘L“) _ (5.19)

Ak sa bude teleso valit’ po naklonenej rovine bez Smykania, bude pre rychlost’ taziska v kazdom
okamihu platit’

v, = Xy _ o . (5.20)
dt
Pre zrychlenie t'aziska potom dostavame
_dv _ do (5.21)

a
T dt dt

Dosadenim tohto vyrazu do prvej pohybovej rovnice dostaneme
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mr?j—ctoz mgsina —F, . (5.22)

Vyjadrenim trecej sily Ft z tretej pohybovej rovnice (5.19) a dosadenim do predchadzajicej
dostaneme

mrd—a):mgsina—l—Td—a), (5.23)
dt r dt

mrd—a)[ IT2 +1j:mgsina (5.24)
dt L mr

a odtial’ vyuzitim rovnice (5.21) pre hl'adané zrychlenie dostavame

gsina
T =—|T 5 (5.25)
+
mr?

Vzhl'adom k tomu, Ze zrychlenie telesa je konStantné a teleso sa zacina rozbiehat’ z pokoja,
bude vykonévat’ rovnomerne zrychleny pohyb pre drahu ktorého plati

2. (5.26)

Odtial pre Cas, za ktory prejde drahu S mézeme pisat’

(o |28 (5.27)

a’

Pre hl'adant rychlost’ taziska telesa vr pohybujliceho sa z pokoja rovnomerne zrychlenym
pohybom po prejdeni drahy S potom plati

v; =act, (5.28)
Vr =2, /? =./2sa; , (5.29)
T

(5.30)

Ak teraz budeme uvazovat’, Ze po naklonenej rovine sa vali gul'a (ltg = 2/5mr?, v pripade valca
by to bolo lrg = 1/2mr?), pre hl'adané zrychlenie t'aziska valca ary a rychlost vy dostdvame
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a __gsina —Egsina

Y2 7 (5.31)
5 ,+1
mr
2sgsina 10 .

Vig = 5 - 7sgsma.

2 (5.32)
5 ,+1
mr

Ako si mozeme vSimnut, zrychlenie/rychlost’ homogénnej gule (valca) na naklonenej rovine
vobec nezavisi od jej (jeho) polomeru a hmotnosti!
Z predchadzajucich vzt'ahov je mozné vyjadrit’ vel’kost’ trecej sily Ft

gsina
IT
h +1
I;a, mr? mgsina (5.33)
i 2 mr?

1+

I

Z tohto vztahu vyplyva, Ze velkost’ trecej sily Ft je menSia ako priemet tiaZzovej sily do smeru
naklonenej roviny Fgr, ktorej vel'kost’ je mgsina. Preto sa teleso bude valit’ dole naklonenou
rovinou zrychlenym pohybom. Valivy pohyb vsak nastane iba v tom pripade, ak trecia sila bude
mensSia ako maximalna staticka trecia sila, ¢ize

F(uF, =umgcosa. (5.34)

Pre vel'ky uhol sklonu naklonenej roviny moze teda dojst’ k ¢iastoénému skizavaniu telesa.

Uloha 5-4:

Valce sa valia po naklonenej rovine a na konci roviny pokracujii pddom na zem. Co plati pre
ich vzdialenosti od podstavy muru pri ich dopade na zem? Analyzujte pre rozne t'aZké valce.
(dizka meradla: 1 m, hmotnosti valcov: ocel’ovy: 1,807 kg, hlinikovy: 0,640 kg, plastovy:
0,264 kg, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: strecha_valce 120.avi

RieSenie:

Nasledujuci Obr. 5.6 znazornuje trajektorie pohybu valcov roznych hmotnosti. Aj ked’
maju valce rozne hmotnosti, ich rychlost’ rovnomerne narasta pri pohybe po naklonenej rovine
a na jej konci dosahuje pre vSetky valce rovnaka hodnotu, ktoru si valce zachovavaju pri pohybe
V smere 0si X, pri¢om v Smere 0si y sa pohybuji voI'nym padom. Vysledna vzdialenost’ miesta
dopadu valcov od zvislej roviny (mura) je teda nezavisla od hmotnosti jednotlivych valcov.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/strecha_valce_120.avi
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Obr. 5.6 Analyza pohybu a padu rézne tazkych valcov

Uloha 5-5:

Jedna 7 gul je 10 ndasobne t'aZSia ako druhd. Gule sa valia po vodorovnej rovine pribliZne
rovnakou rychlost’ou. Na konci stola padnii na zem. Co plati pre ich vzdialenosti od podstavy
stola pri dopade?

(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost svetlejSej lopty: 0,0025 kg, tmavsej: 0,025 kg, frekvencia
snimok: 120 fps)

zdroj: vodorovny vrh.avi

RieSenie:

Prvotné odhady Studentov naznacuju, ze ich predstava o danom deji je mnohokrat
Aristotelovska, teda ze t'aZsie teleso bude padat’ rychlejsie, a teda padne aj blizsie k podstave
stola. Dalgia ¢ast’ $tudentov si mysli, Ze tazsia gul'a dopadne d’alej od stola, ked’ze pri dopade
naberie vacSiu rychlost. Aka je vSak skutoCnost? Realny priebeh deja znazornuje Obr. 5.7,
Z ktorého mozno vycitat, ze ked’ je pociatocnd rychlost gul’ tesne pred padom priblizne
rovnakd, dopadnu gule do takmer rovnakej vzdialenosti od podstavy stola, a teda vzdialenost’
od podstavy stola nezavisi od ich hmotnosti. (Aj ked sice odpor vzduchu zanedbavame,
Vv pripade padu stolnotenisovej lopticky méze odpor vzduchu zohrat' svoju tlohu, z ¢oho
vyplyvaju isté nepresnosti.)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/vodorovny_vrh.avi
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Obr. 5.7 Analyza valivého pohybu lopti¢iek a ich padu

Uloha 5-6:

Lopta sa vali po vodorovnej podloZke réoznymi rychlostami a na konci podloZky pokracuje

pdadom na zem. Co plati pre jej vzdialenosti od konca podlozky pri jej dopade na zem?

(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 415 g, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: lopta.avi

RieSenie:

Ako ukazuje nasledujici Obr. 5.8, ak sa rychlost’ valivého pohybu lopty zvySuje (v smere
¢ervena, modra, zelena, Cierna, ZItd a svetlo modra farba), zvysuje sa aj vzdialenost’ dopadu
lopty od brvna branky.
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Obr 5.8 Anals"za pohybu 10pty prvi vrﬁz‘nych povéviatoénych rychlostiach



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/lopta.avi
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NerieSené ulohy:

Uloha 5-7: Analyzujte pohyb sekery ako pohyb dvoch Casti: poriska a kovovej asti sekery,

Co plati pre pohyb ich PaZiska?
(dlZka meradla: 1 m, hmotnost’ sekery: 1,5 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: sekera_tazisko.avi

Uloha 5-8: Analyzujte pohyb plechovic na naklonenej rovine. Ktord z plechovic je plnd (m =

523,2 g) a prazdna (m = 15,8 g)? Urcte momenty zotrvacnosti danych plechovic.
(frekvencia snimok: 120 fps, dlfka meradla: 1m, priemer plechovice
d = 65,6 mm)

zdroj: plechovice.avi

Zavisi rychlost’ pohybu valcov na naklonenej rovine od ich hmotnosti?
Vysvetlite!

Uloha 5-9: Analyzujte pohyb pukov po naklonenej rovine. Urite zrychlenie a silu, ktord

Uloha 5-10:

Uloha 5-11:

Uloha 5-12:

posobi na puky.

(1 dielik: 1cm, frekvencia snimok: 120 fps, hmotnost’ oranZového puku: 50 g,
modrého: 157 g, lopty: 60,4 g)

zdroj: naklonena rovina puky.avi, naklonena rovina puk lopta.avi

Gule sa valia po naklonenej rovine a na konci roviny pokracuji padom na zem.
Co plati pre ich vzdialenosti od podstavy stola pri ich dopade na zem? Analyzujte
pre rozne tazké gule a s roznou vypliiou (plné, duté).

(ditka meradla: 1 m, hmotnost svetlejSej lopty: 0,0025 kg, tmavsej: 0,025 kg,
frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: zo_strechy.avi, zo_strechy2.avi (Mgiva) = 18,7 9; Moranzova = 60,4 g.

Gule roznych hmotnosti sa valia po naklonenej rovine. Na konci naklonenej
roviny zacnii padat’ na zem. Co plati pre ich vzdialenosti od steny pri dopade?
(120fps, hmotnosti gul’: 727 9, 8709, 259,59 g, 6,6 9),

zdroj: strecha_gule.avi,

(120 fps, hmotnosti diskov: 233 g, 86 g, 55 Q)

strecha disky.avi,

Gul’a a valec sa valia po naklonenej rovine a na konci roviny pokracuju padom
na zem. Co plati pre ich vzdialenosti od podstavy stola pri ich dopade na zem?
(di¢ka dielika: 1 cm, frekvencia snimok: 120 fps, mgue = 727 ¢, Myaica = 640 Q)
zdroj: strecha gula valec.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/23_sekera_tazisko.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/47_plechovice.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/naklonena_rovina_puky.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/naklonena_rovina_puk_lopta.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/zo_strechy.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/zo_strechy2.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/strecha_gule.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/strecha_disky_120.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/strecha_gula_valec_120_uhol.avi
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6. Kvapaliny

Samostatné postavenie v mechanike telies mé& mechanika kvapalin. Z hladiska
vnutornej Struktiry sa kvapaliny od latok pevného skupenstva lisia tym, ze ich molekuly uz nie
su viazané na istu rovnovaznu polohu a konaji neusporiadané posuvné a rotaéné pohyby.
Vzdialenosti medzi molekulami byvaju v kvapalinach zvycCajne vicsie ako v tuhych telesach.
Kvapaliny si zachovavaju svoj objem, nezachovavaju si vSak urcity tvar, ich tvar je dany tvarom
nadoby. Plyny na rozdiel od kvapalin nemaji ani urcity tvar, ani objem, st rozpinaveé,
stlaciteI'né a pruzné.

6.1 Tlak v kvapalindch

Tlak v kvapaline p je definovany prostrednictvom sily F pdsobiacej kolmo na rovinnti
plochu a vel'kostou danej plochy S:

D 25 (6.1)

Jednotkou tlaku je pascal, Pa (Pa = N/m? =kg. m?.s2).
6.1.1 Pascalov zdkon
Pre tlak vyvolany vonkajSou silou plati Pascalov zdakon, ktory hovori: tlak vyvolany
vonkajSou silou pésobiacou na povrch kvapaliny alebo plynu je vo vSetkych miestach
a smeroch rovnaky. To sa vyuziva hlavne v hydraulickych zariadeniach, ktoré obsahuju dva
valce s roznymi priemermi, ¢ize obsahmi ploch S1 < Sy, ktoré st spojené trubicou a naplnené
kvapalinou. Ak na piest s obsahom S bude pdsobit’ sila F1, vyvola v kvapaline tlak p1 = F1/Ss.

Ten sa bude sirit’ kvapalinou a v mieste véacsieho piestu s obsahom Sz bude kvapalina posobit’
silou velkosti

S
F,=p,S,=pS, = FlS—Z, (6.2)
1

¢ize pdsobenim mensou silou F1 m6Zeme vyvolat’ vacsiu silu Fo.
6.1.2 Hydrostaticky tlak
Tlak v kvapaline spdsobeny vlastnou tiazou kvapaliny vytvara hydrostaticky tlak.
Ak mame v nadobe kvapalinu hustoty p, tak v hlibke h bude na plochu S posobit’ hydrostaticka

tlakova sila Fn

F =Shp, g, (6.3)

ktora v hibke h vyvola hydrostaticky tlak

E
Pn = ?h =hp,g- (6.4)
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Velkost” dan¢ho tlaku nezavisi od tvaru nadoby ani od mnozZstva kvapaliny v nej
(hydrodynamicky paradox), podla vztahu (6.4) zavisi len od hlbky, hustoty kvapaliny

a tiazového zrychlenia.

Uloha 6-1:
Urcte, aka je hustota kvapaliny v U-trubici. (Fialova kvapalina je voda, jej hustota je rovnd

1000 kg/m?3).
zdroj: hustota.jpg
RieSenie:

Na Obr. 6.1 je znazornena cast’ U-trubice, v ktorej st naliate kvapaliny s rozdielnymi
hustotami. Ak by sme urobili usecku v mieste dielika 10 (pod 0), kde sa spajaji obe kvapaliny,
mohli by sme povedat’, ze kvapalina v l'avej aj pravej Casti pdsobi na kvapalinu pod nimi
rovnakou silou, pretoZe je celé ststava v pokoji. Ked'Ze prierez trubic je rovnaky, aj plocha je
Vv oboch trubiciach rovnaka, a teda tlak posobiaci v mieste dielika 10 (pod 0) je v l'avej aj pravej
trubici rovnaky:

p.= thklg =Pp = hppkzg ) (6.5)

odtial’ vyplyva
Pa _he (6.6)
Pe he
Odcitanim dielikov zo stupnice a vynasobenim hustotou vody dostavame pre neznamu tekutinu
pk1 = 60/75 *1000 = 800 kg/m?.
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6.2 Archimedov zdakon

Teleso ponorené do kvapaliny je nadl’ahéované hydrostatickou vitlakovou silou,
ktorej vel’kost’ je rovnd tiaZi kvapaliny vytlacenej ponorenou cast’ou telesa. Danu formulaciu
nazyvame Archimedov zakon a matematicky to mozeme vyjadrit’ nasledovne:

F. =Shp 9=Vp, 9, (6.7)

kde V predstavuje objem ponorenej Casti telesa (objem vytlacenej kvapaliny ponorenou ¢astou
telesa).

Uloha 6-2:

Odhadnite hustotu dreva plavajiiceho vo vode.
(dlZka meradla: 0,15 m)

zdroj: drevo.jpg

RieSenie:

Obr. 6.2 Aplikacia Archimedovho zakona

Na Obr. 6.2 je znazornené teleso (kus dreva) plavajice na vode. Ak ozna¢ime objem
telesa Vr a hustotu telesa pt, na teleso bude posobit’ tiazova sila Fg = V1 pt (. Zaroven vsak na
teleso bude posobit’ hydrostaticka vztlakova sila, ktorej velkost' je Fv; = Vk pk g, kde Vi
predstavuje objem vytlaCenej kvapaliny (ponorenej casti telesa). Ak dame oba vztahy
do rovnosti, dostaneme

Vip9=Vip 9. (6.8)

Odtial’ vyplyva


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/drevo.jpg
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A _Vie N 6.9)

kde hk, ht predstavuji hribku ponorenej Casti telesa a celého telesa, ked’ze plocha S je pre
ponorenu cast’ telesa a celé teleso rovnaka. Staci uz len ur¢it’ pomer hrubky ponorenej Casti
telesa voci hribke celého telesa pomocou meracich néstrojov v programe Tracker, prenasobit’
hustotou vody (pk = 1000 kg/m?®) a dostaneme hl'adanu hustotu telesa.

6.3 Povrchova vrstva kvapaliny

Uz ste sa istotne stretli s tym, ze na povrchu kvapaliny sa dokazu udrzat' predmety
z materidlov, ktorych hustota je vicsia, ako je hustota vody (tenka ihla, Ziletka, hlinikova minca
s pod.). Aj kvapka vody na konci vodovodného kohutika sa postupne zvacSuje az kym sa
nevytvori zuzeny ki¢ok a potom sa odtrhne. Tieto javy suvisia s povrchovou vrstvou kvapaliny,
kedy kvapalina na rozhrani voda-vzduch sa sprava podobne ako tenké pruzna blana. Povrchova
vrstva kvapaliny posobi na vnutro kvapaliny tlakovou silou, ktora vytvara tzv. molekulovy
(kohézny) tlak. Povrchova vrstva kvapaliny mé energiu, ktort nazyvame povrchova energia E.
Ak sa zmeni povrch daného objemu kvapaliny o hodnotu 4S5, zmeni sa aj povrchova energia
0 hodnotu

AE = 6AS, (6.10)

kde veli¢ina o sa nazyva povrchové napiitie. Povrchové napitie zavisi od druhu kvapaliny
a prostredia nad vol'nym povrchom kvapaliny, pricom so zvySujucou teplotou sa povrchové
napitie kvapaliny vo¢i danému prostrediu zmensSuje. Kvapalina daného objemu mé snahu
nadobudnut’ taky tvar, aby jej povrchova energia bola minimalna, a teda aj jej povrch bol ¢o
najmensi. Preto aj voI'né kvapky rosy alebo hmly maji gul'ovy tvar, pretoZe spomedzi vSetkych
geometrickych utvarov pri danom objeme mé gul’a najmensi povrch. Pri vacsich kvapkach je
vSak aj gulovy tvar deformovany v dosledku tiaZzovej sily a tlakovej sily podlozky.

Povrchové napitie o je taktiez rovné podielu velkosti povrchovej sily F a dizky okraja
povrchovej blany I, na ktory sila pésobi kolmo v povrchu kvapaliny:

F (6.11)

Jednotkou povrchového napitia je N. m™. V pripade, Ze je povrch kvapaliny zakriveny, potom
ma povrchova sila smer doty¢nice k povrchu kvapaliny v danom bode.

Uloha 6-3:

Voda vyteka hrubostennou kapilarou tak, Ze na konci kapildary sa tvoria kvapky. Analyzou
daného javu urcte povrchové napiitie vody v styku so vzduchom!

(dl¥ka dielika: 1 cm, frekvencia snimok: 120 fps)

Zdroj: povrchove napatie.avi

RieSenie:


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/povrchove_napatie.avi
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Analyzou dané¢ho deja mozno ur¢it’ moment, kedy sa kvapka ,,odtrhava®, t.j. moment,
kedy su v rovnovahe tiazova sila s povrchovou silou Obr. 6.3. Vyuzitim predchadzajticich
vzt'ahov (6.11) mozno teda pisat”

F=ol=F, =mg, (6.12)

kde m je hmotnost’ kvapky. Vyuzitim znalosti, ze | je obvod kruhu v zizenom mieste a kvapka
ma tvar gule mézeme pisat’:

3
4 (d, (6.13)

darg (6.14)

Po dosadeni hodnét zistenych v programe Tracker bola ur¢ena hodnota povrchového napitia
vody pri styku so vzduchom ¢ = 76 mN/m.

E H| 2| B - || xwtorit = 8 | Qaoes | 2 ol | N o A A | A A, = c
¥ 7 priemer diika|3,061E-3 unolodx-ovejosi Momentalne dostupna:verzia 4.87 vyuZivana pamat: 28MB o 247MB

14 = . .
[ [@) stranka Nepomenovany a

kapilara: dkap= 3.693 mm, vyska h=1,264cm
kvapka: dg = 5,247 mm, rg = 2,527 mm

ma = 1/6 pi dg*3 . 9,81 . 1000
F= sigmall = si. pi. dk

si=1/6 (0.00524)"3 . 9,81. 1000 /0.003061
si =76mN/m

-

[ stranka Povrchové napitie a

Urcte povrchové napétie vody v styku so vzduchom!
(dizka dielika: 1 cm, frekvencia snimok: 120 fps)

priemer vybrany (pre meranie vzdialenosti a uhlov tahajte konce)

031 100%5‘ I 3 R I
S—— -~ -~

o

P | [Pr—

povrchove_napatie.trk

Obr. 6.3 Urcovanie povrchového napitia vody pri styku so vzduchom
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6.3.1 Kapilarita

Zo skusenosti vieme, ze ked’ do sklenej nadoby nalejeme vodu, pri stenach nadoby
nebude povrch kvapaliny kolmy na stenu, ale bude zakriveny. To zakrivenie je tym vacsie, ¢im
je nadoba uzsia (najvyraznejsie je to pri tenkych kapilarach). Duty povrch vytvori voda aj lich
Vv sklenej nadobe — hovorime, ze kvapalina zméca steny nadoby. Ak do sklenej nadoby nalejeme
ortut’, povrch kvapaliny bude pri stenach nddoby vypukly — hovorime, ze kvapalina nezméaca
steny nadoby. Zakrivenie voI'ného povrchu kvapaliny pri stenach nadoby (hlavne v tzkych
rarkach — kapilarach), pri kvapkach a bublindch sposobuje, ze vyslednica povrchovych sil,
ktora posobi kolmo na vol'ny povrch kvapaliny je nenulova. Tato sila vyvolava kapilarny tlak
Pk, ktory je pre volny povrch kvapaliny gul'ového tvaru dany vzt'ahom

2
o, = ?a, (6.15)

kde R je polomer gul'ového povrchu a o je povrchové napitie.
Pri tenkej gul'ovej mydlovej bubline s polomerom R (a dvoma povrchmi kvapaliny) je kapilarny
tlak vnutri bubliny rovny

4
P = ?U (6.16)

Uloha 6-4:

Mame dva baloniky s roznymi priemermi nafukané viduchom navidjom prepojené
trojcestnym kohutikom. V ktorom baloniku je vicsi tlak, s vicsim objemom alebo mensim
objemom vzduchu? Co sa stane po otvoreni prepojovacieho ventilu? Vysvetlite!

Zdroj: tlak plynu.avi
Riesenie:

Na nasledujucom obrazku Obr. 6.4 je znazorneny pokus s nafuknutymi balénmi
prepojenymi trojcestnym ventilom. Po otvoreni prepojovacieho ventilu, aj ked je to
pre mnohych Studentov prekvapujuce anefakané, prejde vzduch z menSieho balonika
do vac¢sieho. (Komplexné rieSenie danej ulohy vsak presahuje ramec tejto ucebnice, viac
vV literatare (Jeskova a kol., 2012).)

Obr. 6.4 Pokus s nafaknutymi balonmi prepojenymi trojcestnym ventilom
Ak by sme mali miesto balonikov mydlové bubliny, situacia z predchadzajuceho pokusu by sa
zopakovala, vicsia bublina by sa zvd¢Sovala a mensia by sa zmenSovala az by nakoniec zanikla,


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/51_tlak_plynu.avi
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pretoze V mensej bubline by bol vacsi kapilarny tlak ako vo vdcSej. Vo vSeobecnosti mozno
konstatovat,, Ze ¢im je polomer gul'ového povrchu mensi a povrchové napdtie vicsie, tym je
kapilarny tlak vyssi, ¢o potvrdzuje vztah (6.16).

Ked do sirokej naddoby s vodou ponorime kapildru — uzku sklenu rarku, v kapilare
vystpi voda do vysky h nad vol'nou hladinou v nadobe (Obr. 6.5). ZvySenie vol'nej hladiny
kvapaliny v kapilare na nazyva kapildrna elevdcia a nastava pri kvapalinach, ktoré zmacaju
steny nadoby. Ak by sme do sklenej nadoby naliali ortut’ a ponorili by sme do nej kapilaru,
pozorovali by sme zniZenie volnej hladiny ortuti v kapilare oproti volnej hladine ortuti
v nadobe. Toto znizenie volnej hladiny ortuti v kapilare sa nazyva kapildrna depresia
apozorujeme ju pri kvapalinach, ktoré nezmacaju steny kapilary. Kapilarna elekacia
a kapilarna depresia sa stthrne nazyvaju kapilarita.

Uloha 6-5:

Analyzou kapilarneho javu uréte povrchové napiitie vody v styku so vzduchom!
(dlZka dielika: 1 cm)
Zdroj: kapilarita.ipg

RieSenie:
S H| &% B w- || Xwworit = & | Qx| o oly | YN o A A | A 4, S| (&
v % priemer diika uholodx-ovejosi Momentalne dostupna:verzia 4.86 vyuZivana pamat: 170MB o 247MB
[@ stranka Nepomenovany s
hrog=2silR
Alsi=hrogr/2
‘|| si=0.01149. 1000 .9.81. 0,00261/4
‘| si=0,074 Nim
[@ Stranka Kapilarita al
Uréte povrchové napétie vody v styku so vzduchom!
(dizka dielika: 1 cm)
o000 100%En » O SR
| Kapilarita.trk
Obr. 6.5 Urcovanie povrchového napitia vody pri styku so vzduchom za pomoci

kapilarity

Ako znazoriiuje Obr. 6.5, po ponoreni kapilary do vody, sa v kapilare s polomerom R
(ur¢ime pomocou meracich nastrojov programu Tracker) vytvori duty povrch, ktory po
zjednoduSeni mozeme povazovat' za tvar polgule s polomerom R. Zakriveny duty povrch
kvapaliny v kapilare pdsobi na kvapalinu silou v smere von z kvapaliny. Vyska hladiny


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kapilarita.jpg
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v kapilare sa bude zvicSovat’ dovtedy, pokial’ sa dané sila nevyrovna hydrostatickej tlakove;j
sile, teda kapilarny tlak zodpovedajuci zakriveniu povrchu sa vyrovnéd hydrostatickému tlaku
odpovedajucemu stlpcu s vyskou h:

2
p = ?O- =hpg = p,- (6.17)

Odtial’ pre hl'adané povrchové napétie vody v styku so vzduchom dostavame:

o - hngR _ (6.18)

Po zadani parametrov ur¢enych v programe Tracker sme vyratali hodnotu povrchového napétia
vody pri styku so vzduchom ¢ = 0,074 N/m.

6.4 Rovnica spojitosti

Doteraz sme uvazovali o kvapaline v pokoji, pripadne o rovnovaznom stave po ustaleni
kvapaliny. Teraz budeme uvazovat' o idealnej kvapaline (bez vnutorného trenia, dokonale
nestlacitelnej), ktora pradi trubicou alebo potrubim. Pri prideni idedlnej kvapaliny bude vo
vSetkych bodoch prierezu pradovej trubice rovnaka rychlost. Ak ozna¢ime plochu prierezu
vybranej prudovej trubice S a velkost’ rychlosti pradenia kvapaliny v tomto priereze v, za 1
sekundu pretecie tymto prierezom objem kvapaliny, ktory nazyvame objemovy prietok Qv = S
V.

Ked’Ze kvapalina nemdze stenami trubice ani vytiect, ani pritiect, musi byt objemovy
prietok pre 'ubovol'ne velky prierez rovnaky, ¢o mézeme vyjadrit’

SV, = S,V,. (6.19)

Danu rovnicu nazyvame rovnicou spojitosti (kontinuity) pre idealnu kvapalinu. Dana rovnica
vyjadruje zakon zachovania hmotnosti v pridiacich kvapalinach.

Uloha 6-6:

Urcte rychlost’, akou vystrekuje kvapalina zo striekacky a porovnajte ju s rychlost’ ou pohybu
piesta. Overte platnost’ rovnice spojitosti - kontinuity.

(diéka dielika: 0,01 m, frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: rovnica_spojitosti.avi

Riesenie:

Analyzou v programe Tracker boli vySetrované rychlosti pohybu piesta a vytekajucej
kvapaliny v smere osi x Obr. 6.6 a Obr. 6.7. Na zaklade linearnej regresie boli stanovené
rychlost’ vytekajucej kvapaliny v smere osi x vk = 0,9792 m/s arychlost pohybu piesta
vp = 0,0327 m/s. vyuzitim meracich nastrojov boli stanovené taktiez priemery vytokovej Casti
striekacky dkx = 0,00541 m a piestu dp = 0,02481 m. Nasledne vyuzitim vztahu (6.19) mozno
potvrdit’ platnost’ rovnice spojitosti. (Ponechavame na samotnom Ccitatel'ovi).


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/rovnica_spojitosti.avi
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6.5 Bernoulliho rovnica

Ked’ze pradiaca kvapalina moze prekonavat’ vyskoveé rozdiely, mé aj urcitu potencialnu
energiu a moéze konat’ pracu - napr. roztaCat’” koleso vodnej turbiny. Prudiaca kvapalina
pozostava z Castic, ktoré maju hmotnost’ aj rychlost’, preto jej moézeme priradit’ aj kineticka
energiu. Ak budeme uvazovat’ pradenie idealne kvapaliny, zo zdkonov zachovania po istych
matematickych upravach by sme sa dopracovali ku vztahu

1 1
S N+ s =2 N NP0+ (6.20)

ktory sa nazyva Bernoulliho rovnica, kde vi a vz predstavuji rychlosti pradenia kvapaliny
Vv dvoch roznych prierezoch trubice S1 a Sz, h1 a hz predstavuju vysky, v ktorych sa Casti trubice
s prierezmi S1 a Sz nachadzaj, p1 a p2 predstavuja tlak v kvapaline v mieste s prierezmi Sy a So.

Dana rovnica predstavuje zakon zachovania mechanickej energie pri pradeni ideéalnej
kvapaliny. Prvy ¢len rovnice predstavuje kinetickt energiu kvapaliny jednotkového objemu,
druhy potencialnu energiu kvapaliny jednotkového objemu a treti ¢len mozno interpretovat’ ako
tlakovl potencidlnu energiu objemovej jednotky kvapaliny. Z Bernoulliho rovnice vyplyva, ze
sucet kinetickej, potencidlnej a tlakovej potencidlnej energie objemovej jednotky idedlnej
prudiacej kvapaliny je vSade v kvapaline rovnaky.

Uloha 6-7:

Aky je vzah medzi vySkou hladiny tekutiny nad dnom ndadoby a vySkami otvorov v stene
nddoby hi a hy od dna nddoby, ak tekutina striekala 7z obidvoch otvorov do rovnakej
vzdialenosti na vodorovnui rovinu, na ktorej je nadoba poloZena?

zdroj: vytok vody.flv
Riesenie:

Rychlost vytekania kvapaliny znadoby zotvoru vhibke h pod hladinou udava
Torricelliho vit’ah

v=.2gh. (6.21)

Dana rychlost’ je rovnaka ako rychlost, ktora by teleso ziskalo vol'nym padom z vysky h.
Ak ozna¢ime hi vzdialenost prvého (vyssieho) otvoru od dna hladiny a vzdialenost' ho
vzdialenost’ druhého otvoru odo dna, pre rychlosti vytekajucej kvapaliny z otvorov dostavame

v, =+/2g(h—h,) a v, =./2g(h—h,). (6.22)

Ked'Ze podl'a zadania ma voda dopadat’ do rovnakej vzdialenosti od nadoby, musi pre X-ové
vzdialenosti platit’:

X, =Vt =X, =V,t,, (6.23)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/26_vytok_vody.avi
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kde t1 a t2 predstavuju ¢asy vol'ného padu, kedy kvapalina z danych otvorov dopadne na zem.

MoZeme teda pisat’:
t, = /z_hl at, = /ﬁ ) (6.24)
g g

Dosadenim vzt'ahov (6.22) a (6.24) do rovnice (6.29) a ich Gipravou dostavame

(h - hl)hl = (h —-h, )hz , (6.25)
h(h, —h,)=h? —hZ. (6.26)

Odtial’ dostavame
h=h +h,, (6.27)

¢o potvrdzuje aj obrazok Obr. 6.8, voda vytekajuca z otvorov v dvoch réznych vyskach odo
dna bude dopadat’ do rovnakej vzdialenosti, ked’ vodna hladina bude vo vyske rovnajucej sa
suctu vySok oboch otvorov odo dna nadoby. Da sa taktiez ukazat, ze z kazdych dvoch
symetricky vzdialenych otvorov voé¢i stredu budi vodné prady dopadat’ do rovnakej
vzdialenosti od nadoby. Ak je otvor v strede medzi dnom a hladinou vo vyske H, bude voda
vytekat’ do vzdialenosti H (Kires, 1996).
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Obr. 6.8 Vytekanie kvapaliny z otvorov nadoby
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6.6 Obtiekanie telies

Pri pradeni redlnej kvapaliny sa objavuju v kvapaline sily, ktoré brzdia jej pohyb. Dané
sily maji poévod vo vzajomnom silovom poOsobeni Castic kvapaliny anazyvaju sa silami
vnutorného trenia. Viskozne vlastnosti kvapaliny charakterizuje koeficient dynamickej
viskozity #. Jednotkou dynamickej viskozity je 1Pa.s. Koeficient dynamickej viskozity je pri
vi&sine kvapalin radovo 107 Pa.s, pri¢om jeho hodnota je zavisla od teploty a tlaku.

Uloha 6-8:

Urcte koeficient dynamickej viskozity kvapaliny v odmernom valci. Hustota skla, 7 ktorého je
gulocka vyrobend, je 2500 kg/m®, hustota glycerinu je 1260 kg/m°.

(di3ka dielika: 1 cm (mierka na valci md 10 cm), frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: viskozita.avi

RieSenie:

Po pusteni malej gul'6¢ky do skiimanej kvapaliny sa gul'6cka v kvapaline nebude
pohybovat’ vel'kymi rychlost’ami, takZze okolo nej nebuda vznikat’ viry a teda obtekanie telesa
mozno povazovat’ za laminarne. V tomto pripade bude odporova sila spdsobena len viskozitou
kvapaliny. Pri tomto pradeni bude odporova sila dana Stokesovym zakonom, podl'a ktorého je
odporova sila imerna prvej mocnine rychlosti, koeficientu dynamickej viskozity a linedrnym
rozmerom telesa. Podla tohto zdkona je odporova sila gul'6¢ky Fo pri rovnomernom pohybe v
kvapaline vyjadrena pomocou tzv. Stokesovho vzt’ahu v tvare

F, =6mprv, (6.28)

kde 7 je koeficient dynamickej viskozity kvapaliny, r je polomer gul'6¢ky a v je rychlost jej
pohybu v nepohybujlcej sa kvapaline. Na zaklade znalosti Stokesovho vzt'ahu a ustalenej
rychlosti gul'ocky vo viskdznej kvapaline je mozné urcit' koeficient dynamickej viskozity.
Gul'6¢ka po uvolneni v kvapaline bude padat’ volnym padom. Vysledna sila posobiaca
na gul'd¢ku sa da zapisat’ ako

F=G-F,-F,. (6.29)

Pri pade gul'6cky bude jej rychlost’ postupne rast’, no so zvySovanim rychlosti bude narastat’ aj
odporova sila. V ur¢itom okamihu dosiahne odporova sila taka velkost’, Ze vSetky sily sa
navzajom vykompenzujl, vysledna sila pdsobiaca na gul’6cku bude nulova a gul'6¢ka sa bude
pohybovat’ rovnomernym pohybom. Po dosadeni jednotlivych sil (tiazovej Fc = mg = V pt g,
vztlakovej Fvz = V pk g) do predchadzajuceho vzt'ahu (6.29) a odporovej sily Fo zo vztahu
(6.28) dostaneme

Vp,g =Vp, g +6mmrv. (6.30)

kde V = 4/3 7Z’|’3 je objem gul'd¢ky (zaroven aj vytlacenej kvapaliny), pt & pk s hustoty telesa
a kvapaliny. Upravou predoslého vztahu pre hladany koeficient dynamickej viskozity
dostavame


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/28_viskozita.avi
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Dosadenim parametrov ur¢enych v programe Tracker uré¢ime koeficient dynamickej viskozity,
ktory pre glycerin sa pohybuje v rozmedzi 0,1 — 1,5 Pa.s v zavislosti od mnozstva vody
v danom glycerine a okolitej teplote. (Kalkulaciu ponechdvame na samotnom Ccitatel'ovi.)

NerieSené ulohy:

Uloha 6-9: Odhadnite, akou rychlost'ou dopaddi voda zo strechy zdmku na jeho nddvorie.
(predpokladajme vySku ¢loveka 1,7 m.)
zdroj: wawel.jpg
zdroj: kopernik.jpg

Uloha 6-10: Uréte povrchové napiitie vody v styku so vzduchom.
(dlZka dielika: 1 cm, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: kvapka.avi

Uloha 6-11: Urcte kapildrny tlak vo vniiti mydlovej bubliny.
(dlZka dielika: 1 cm, povrchové napiitie roztoku mydla vo vode v styku
so vzduchom je 40 mN/m)

zdroj: bublina.jpg,

Uloha 6-12: Z dvoch nddob vytekd voda rovnakého objemu. Na konci prvej nddoby je kratsia
slamka, na konci druhej dlhsia. Z ktorej nadoby vyteCie kvapalina skor?
Odovodnite.
zdroj: vytekanie kvapaliny.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/wawel.jpg
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kopernik.jpg
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/48_kvapka.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/video_49.jpg
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/50_vytekanie_kvapaliny.avi
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7. Kmitavy pohyb

S kmitavymi pohybmi sa stretdvame vSade okolo nés. Niekedy je kmitanie ziaduce
(chvenie v pripade hudobnych nastrojov), inokedy je neziaduce (napr. kmitanie auta, pracky).
Niekedy ho vnimame (chvenie struny, membrany v reproduktore), inokedy si ho uvedomujeme
vel’'mi malo (kmitanie molekul vzduchu, ktoré prenasaja zvuk, kmitanie kremennych krystalov
v naramkovych hodinkéach).

V redlnom svete je kmitanie zvyc¢ajne timené. Trecie sily a odpor prostredia postupne
premienaju mechanicku energiu na teplo, atak sa pohyb postupne zmensuje. Ak budeme
energiu doplnat,, nielenZe zabranime stratam, ale za uritych podmienok sa méze vychylka
pri kmitavom pohybe zvéacSovat (napr. pohyb deti na hojdacke).

7.1 Harmonicky pohyb

Akykol'vek pohyb, ktory sa opakuje v pravidelnych intervaloch sa nazyva periodicky
pohyb alebo kmitanie. Podl'a veli¢in, s ktorymi sa pri kmitani stretdvame, hovorime o kmitoch
mechanickych, elektrickych, atd’. Po pojmom harmonicky oscilator budeme rozumiet’ kazdé
volné zariadenie, ktoré moze volne kmitat’ bez vonkajSiecho posobenia, napriklad zavazie
zavesené¢ na pruzine po vychyleni zrovnovédznej polohy, fyzikalne kyvadlo pri malych
odchylkach a pod. Potom hovorime, ze mechanické oscilatory vykonéavaju kmitavy pohyb.
Trajektoria kmitavého pohybu moéze byt priamociara aj krivociara, ale pohyb sa vzdy
uskutoénuje po tej istej krivke (alebo aspon jej Casti). RovnovdZna poloha predstavuje polohu,
Vv ktorej su sily pdsobiace na oscilator v rovnovéhe, t.j. ich vyslednica sa rovna nule. Je to
poloha, v ktorej by sa kmitajici objekt nachadzal, keby bol v pokoji. Kmitanie oscilatorov
sposobuje bud’ sila pruZnosti, ktora vznikd pri deformécii pruZiny alebo tiaZzova sila.
(Predpokladdme pri tom, Ze nedochédza k trvalym zmenam pruZiny a pre deformaciu pruziny
(predizenie alebo stladenia) plati Hookov zakon a deformécia pruziny je priamotimerna
posobiacej sile.) Na tivod sa budeme venovat’ jednoduchym kmitavym pohybom po priamke.
Tejto poZiadavke najlepSie vyhovuje kmitanie zavaZia zaveseného na pruzine. Takyto oscilator
sa nazyva pruzinovy oscildtor (Obr. 7.1). Najjednoduchsim mechanickym oscilatorom, ktorého
kmitanie sposobuje tiazova sila apohyb sa uskutociuje po Casti kruznice je kyvadlo.
V minulosti malo vel’ky vyznam ako zariadenie pre meranie ¢asu (kyvadlové hodiny). Hlavnom
¢rtou oscildtora je, Ze po istom case sa dostane do rovnakej polohy, ma tu istd rychlost’ a
zrychlenie. Periodicky sa opakujucu ¢ast’ kmitavého pohybu nazyvame kmit, polovicka kmitu
je kyv. Charakteristické veli¢iny kmitavého pohybu su peridda (doba kmitu) T alebo frekvencia
(kmitocet) T, s ktorymi sme sa uz stretli v kinematike hmotného bodu. Perioda predstavuje dobu,
za ktoru oscilator prebehne jeden kmit a vrati sa do zvoleného pociato¢ného stavu. Jednotkou
periddy je sekunda. Frekvencia sa rovna poctu kmitov, ktoré prebehnt za jednu sekundu. Je
teda prevratenou hodnotou peridody a udava sa v hertzoch (Hz). Ak je mozné kmitavy pohyb
matematicky popisat’ jednou harmonickou funkciou, hovorime, Ze teleso vykonéava
harmonicky kmitavy pohyb. Ak na teleso bude pdsobit’ vysledna sila, ktora je priamotimerna
jeho vychylke pri pohybe po priamke budeme takuto kmitajacu stistavu oznacovat’ netlmeny
linedrny harmonicky oscildtor. \ pripade priamociareho pohybu, kedy uz uvazujeme o odpore
prostredia hovorime o kmitajacej ststave ako o tlmenom linedarnom harmonickom oscildtore.
Ak na takyto oscilator bude pdsobit’ vonkajsia periodicka sila, hovorime o vynutenych kmitoch.
Ak bude kmitanie prebiehat’ bez vplyvu vonkajsich sil, budeme hovorit’ o viastnych kmitoch.
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7.1.1 Kinematika a dynamika kmitavého pohybu

Obr. 7.1 K vysvetleniu kmitania mechanického oscilatora

Kym pruzina oscilatora nie je zat'azena zavazim, ma dizku lo (Obr. 7.1). Ked’ na pruzinu
zavesime zdvazie, pruZina sa posobenim tiaze G = mg zévazia predizi na dizku | = lo + 41,
pricom sa pruzina deformuje (v inercidlnej vzt'aznej sustave maju tiazova sila F—G), ktorou je
zavazie pritahované k Zemi a tiaz G , ktorou posobi zavazie na zaves, rovnaku vel'kost’ aj smer).
V désledku pruznosti pruziny vznikne sila Fp), ktorej velkost sa v zavislosti od prediZzenia
zZvidiuje a ktora ma opaény smer ako tiazové sila F,. Jej velkost je Fp = k(I-l) = k4l, kde k je
tuhost’ pruziny. Tuhost’ pruZiny k = Fy/ Al odpoveda sile, ktora sposobi predlzenie o jeden
meter. Tuhost’ pruziny je tym véc¢Sia, ¢im vicsia sila je potrebna na jej predlzenie, resp.
skratenie o rovnaki dizku. Sila Fp sa bude zvi¢Sovat az do okamihu, pokial' nenastane
rovnovazny stav, teda sily F_G) a Fp) sa nevyrovnaju. Pri tomto stave posobia na zavazie sily
rovnako velké ale opa¢ne orientované. Zavazie sa ustali v rovnovaznej polohe O, do ktorej
umiestnime zaciatok vztaznej stistavy, v ktorej plati Fp) = —F_G). Dal§im predizenim pruZiny sa
rovnovaha porusi. Sila pruznosti sa zvac¢si, kym tiazova sila ostava konStantna. Vyslednica
posobiacich sil bude pdsobit’ nahor smerom do rovnovaznej polohy. (To plati, ak predizenie
smeruje nadol, v opa¢nom pripade stla¢enia pruziny nahor bude vyslednica sil smerovat’ nadol,
ale opét’ do rovnovaznej polohy.) To znamena4, Ze na oscilator v pripade akejkol'vek deformacie
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pruziny bude posobit’ premenliva sila, ktora je pri¢inou kmitavého pohybu. Ak teda vychylime
zavazie z rovnovaznej polohy vo zvislom smere a teleso uvolnime, sila mu udeli zrychlenie a
zavazie bude vol'ne kmitat. Okamzitd poloha zavazia je uréend siradnicou X, ktort nazyvame
okamZita vychylka. Okamzita vychylka vzhl'adom na rovnovaznu polohu dosahuje kladné aj
zaporné hodnoty. Najvacsia hodnota okamzitej vychylky sa nazyva amplitida vychylky alebo
vykmit Xm.

Pri okamzitej vychylke X bude pdsobit’ na oscilator celkova sila vel'kosti

F = Fe— Fp = mg — k(4/+X). (7.1)

Ked'ze plati mg = k41, je pri¢inou kmitania sila, ktorej priemet do osi X je

F = -kx. (7.2)

Moézeme teda konStatovat, ze harmonicky pohyb mechanického oscilatora je spdsobeny
silou F, ktora stale smeruje do rovnovaznej polohy a je priamoumerna okamzitej vychylke.
Ked’ze uvazujeme, ze pohyb oscilatora nie je ovplyviovany vonkaj$imi silami (pripadne ich
vplyv mo6Zeme zanedbat’), mézeme jeho harmonicky pohyb povazovat za vlastné kmitanie.
(Vlastné kmitanie oscilatora prebiecha iba sistou uhlovou frekvenciou wo, ktora stvisi
s vlastnost’ami oscilatora.) Stistava pruZina + teleso na Obr. 7.1 sa nazyva harmonicky, niekedy
aj linearny harmonicky oscildtor, o znamena, ze sila je imerna prvej (a nie inej) mocnine
vychylky X.

Ak chceme riesit’” pohybovu rovnicu vlastného kmitania oscilatora, prepiSeme si ju
do tvaru

2
md—z( =—kx. (73)
dt
Kratkou upravou dostaneme
2
dt® m

Ked zavedieme substiticiu ap?= k/m, dostaneme rovnicu

2
%Hojx:o. (7.5)

Dana rovnica (7.5) je linearnou diferencialnou rovnicou 2. radu. Jej sposob rieSenia presahuje
rdmec tejto ucebnice, preto Vv dalSom kroku budeme pouzivat' zovSeobecnené rieSenie
pohybovej rovnice pre vlastné (netlmené) kmitanie harmonického oscildtora, ktoré¢ ma tvar

X(t) = Xm COS (ot +¢), (7.6)

kde x predstavuje okamzitt vychylku v ¢ase t, Xm je maximalna vychylka (spodny index m
znamena maximum) alebo aj amplitida kmitov, argument (aot + @) je faza kmitu a ¢ je
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fazova konstanta (alebo zaciato¢na faza kmitavého pohybu v ¢ase t = 0 S.) Mdze mat’ kladnt
aj zapornui hodnotu a meria sa Vv zvycajne v radianoch. Obidve konstanty Xm a ¢ vyplyvaja
Z pociato¢nych podmienok a urcuju hodnotu vychylky v za¢iato¢nom okamihu (v ¢ase t = 0s).
Ked'Ze funkcia kosinus v rovnici (7.6) sa meni medzi krajnymi hodnotami = 1, vychylka X(t) sa
bude menit’ medzi krajnymi hodnotami £ Xm.

Vysvetlime si teraz fyzikdlny vyznam konsStanty an. Doba, za ktora sa teleso dostane
znova do tej istej polohy a nazyva sa perioda kmitov (To). Z toho vyplyva, Ze pre l'ubovolny
¢as t musi platit’ X(t) = X(t +To). Pre jednoduchost’ uvazujme ¢ = 0 rad a zapracujme tuto tvahu
do rovnice (7.6). Nasledne dostavame

Xm COS (ot ) = Xm COS (wo(t +To)). (7.7)
Kedze funkcia kosinus je periodicka s periodou 2z rad, z predchadzajucej rovnice

dostavame

wot + 27 = wo(t +To) , (7.8)

Odtial

27 = woTo. (7.9)

Ak zakomponujeme do predchddzajuceho vzt'ahu znamy vztah medzi periddou
a frekvenciou a pouzitt substiticiu z rovnice (7.5), dostavame

0 = =2, :ﬁ. (7.10)
m
0

Veli¢ina wo definovand predchadzajucim vztahom sa nazyva uhlova frekvencia (tiez kruhova
frekvencia) pohybu a jej jednotka v sustave SI je radian za sekundu, fyzikalny rozmer je s
Jednoduchy kmitavy pohyb je periodicky, priamociary a nerovnomerny. Vyuzitim
predchadzajiceho vztahu moézeme vyjadrit periédu vilastnych kmitov netlmeného

harmonického oscilatora
2 m
T, :_”Zgﬂ\ﬁ. (7.11)
@, k

Frekvencia netlmenych kmitov fo predstavuje pocet kmitov za jednotku ¢asu

e 11k (7.12)
0

T, 2z\m’

Zaujimavostou je, Ze frekvencia kmitania nijako nezavisi od toho, ako vel'mi sme pruzinu
natiahli, ¢ize od velkosti amplitidy kmitov. Ako mézeme zo vztahu (7.12) vidiet, zavisi len
od hmotnosti kmitajaceho telesa a konsStanty — tuhosti pruziny. Nezavisi taktiez na velkosti
gravita¢ného zrychlenia.
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V literatare sa taktiez moézeme stretntit’ s rieSenim pohybovej rovnice (7.5) v tvare
X = Xm Sin (aot+¢), ¢o odpoveda rovnici (7.6), ibaze hodnota fazovej konstanty je posunuta
0 /2, ¢o vyplyva z vlastnosti funkcie sinus a kosinus.

Pre vyjadrenie rychlosti kmitavého pohybu vyuZzijeme znalosti z kinematiky hmotného
bodu, kedy rychlost’ telesa pohybujiiceho sa po priamke je dand ako derivacia jeho polohy
podla ¢asu. Mozeme teda pisat’

dx : Vs
v:a:—xma)03|n(a)0t+(p):xma)ocos ot +o+ |

(7.13)

Podobne, ako bol parameter xm v rovnici (7.6) nazvany amplitidou, z predchadzajucej rovnice
vyplyva, ze amplitida rychlosti je rovna Vm = Xman. Zrychlenie kmitavého pohybu telesa ur¢ime
ako derivaciu rychlosti daného telesa podla Casu (pripadne druhu derivaciu vychylky podla
casu).

dv
a= = ~X, @5 COS(agt + @) = X, @F Cos(agt + @+ ) =~ X.

(7.14)

Kladna veli¢ina Xmax? predstavuje v tomto pripade amplitidu zrychlenia am. Za povsimnutie
stoji, ze rychlost’ predbieha vychylku vo fdze o 7/2 a zrychlenie predbieha vychylku vo faze
o uhol 7 (Obr. 7.2). Zo vztahu taktiez vyplyva, ze zrychlenie kmitavého pohybu je priamo
umerné okamzitej vychylke a v kazdom okamihu mé opacny smer.

Z predchadzajiiceho vztahu pre zrychlenie kmitavého pohybu a(t) = - wo(t) a substitticie
zavedenej v rovnici (7.4) dostavame

a(t) = —% X(t) , kde % =, (7.15)

Zo vztahu vyplyva, ze zrychlenie kmitajuceho telesa je imerné jeho vychylke a ma opacné
znamienko, pricom konstantou imernosti je druhd mocnina uhlovej frekvencie, ktora zas zavisi
len od vlastnosti samotného oscilatora, t.j. od jeho hmotnosti a tuhosti pruZiny (tieto veli¢iny
sa nazyvaju tiez aj parametre oscilatora). Najvacsia kladna hodnota vychylky bude odpovedat’
zapornému zrychleniu s najvacSou vel’kostou a naopak. Ak bude vychylka nulova, zrychlenie
bude taktiez nulové, avsak velkost’ rychlosti kmitavého pohybu v danom okamihu bude
maximalna.

Casovy priebeh harmonického kmitania telesa je znazorneny na Obr. 7.2. Stradnicovi
ststavu sme pre lepsiu analyzu pootocili o 772, takze kladny smer 0si X bude smerovat’ zvislo
nahor.

Uloha 7-1:

Popiste rovnicami kmitavy pohyb telesa (vitahy pre okamZitu vychylku, rychlost’
a zrychlenie), urcte uhlovu frekvenciu a fazovu konStantu kmitavého pohybu.

(frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: kmity pruzina2.avi
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Obr. 7.2 Analyza vlastnych kmitov harmonického pohybu pruzinového oscilatora

Detailnej$ou analyzou ¢asovych zavislosti mozno usudit’ (Obr. 7.3, Obr. 7.4), Ze kmitavy pohyb
mozno popisat’ rovnicami X(t) = 0,06738 cos(4,134t + 4,726) (okamzitt vychylku oscilatora
predstavuju Stvorceky Cervenej farby) avx = -4,134.0,06738 cos(4,134t + 4,726) (okamzita
rychlost’ je zndzornend modrymi gul’'6¢kami), z Coho vyplyva, ze amplitida kmitov je Xm =
0,067m, uhlova frekvencia kmitavého pohybu je an = 4,134rad.s*a fazova konstanta kmitavého
pohybu je ¢ ~ 4,726rad.

Aj Vv pripade tohto pohybu mozno v ktoromkol'vek okamihu uréit’ rychlost’” kmitavého
pohybu v ¢ase t ako smernicu doty¢nice ku grafu v danom bode (Obr. 7.3 — v ¢ase t = 0,525 ma
smernica doty¢nice hodnotu -0,144m.s%, ¢o odpoveda rychlosti pohybu v danom &ase uréenej
z tabul’ky: vy (0,517s) = -0,144m.s?) a okamziti vychylku v danom &asovom intervale ako
obsah plochy pod krivkou zavislosti rychlosti na ¢ase (Obr. 7.4 - obsah vyznacenej plochy je
0,0295m, co priblizne odpovedd zmene okamzitej vychylky vo vyznacenom ¢asovom intervale
At = t195 — t1g2 = 1,6255 — 1,517s = 0,108s: Ax = x195 — X182 =0,029m).
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Obr. 7.3 Analyza vychylky pruZinového oscilatora z rovnovaznej polohy
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Obr. 7.4 Analyza rychlosti pruzinového oscilatora z rbvnovéinej polohy

Ako netlmeny harmonicky pohyb si s dostato¢nou prednostou moédzeme predstavit
pohyb hmotnej gule zavesenej na vldkne zanedbatel'nej hmotnosti oproti guli po slabom
vychyleni z rovnovaznej polohy (uvazujeme o vychylkach do 5° kedy sina ~ «). Takyto
oscilator v idedlnom pripade mdézeme povazovat’ za matematické kyvadlo. Ak bude uhlova
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vychylka matematického kyvadla mald, mézeme ho povazovat za harmonicky oscilator,
podobny ststave pruZina-teleso. Ulohu tuhosti pruziny k tu bude zohravat' veli¢ina mgl/L.
Pre periédu matematického kyvadla mozeme teda pouzit upraveny vztah (7.11), v ktorom doba
kmitu matematického kyvadla nezavisi na hmotnosti kyvadla

TO=27z\/m=27r m ot (7.16)
k mg/L g

Popiste rovnicami pohyb matematického kyvadla (vit’ahy pre uhlovu vychylku, uhlovi
rychlost’ a uhlové zrychlenie), urcte uhlovu frekvenciu a fazovi konStantu kmitavého pohybu
a 7 doby kmitu urcte hodnotu tiazového zrychlenia Zeme!

(ditka meradla: 1 m, ditka zavesu: 3 m)

zdroj: matematicke kyvadlo.avi

Uloha 7-2:

RieSenie:

Analyzou uhlovej vychylky @ z rovnovaznej polohy (Obr. 7.5) (pripadne okamzitej
vychylky v smere 0si X) sa mozno dopracovat’ jednak k uhlovej frekvencii kyvadla a nasledne
Kk periode kmitov. Dany priebeh mézeme popisat’ rovnicou &t) = 0,111 cos (1,827t + 6,27)
(pripadne pre okamzitu vychylku vo zvislom smere bude platit’ x(t) = 0,33 cos (1,827t + 6,27)),
z ¢oho vyplyva, Ze uhlova frekvencia kmitavého pohybu je ao = 1,827rads*a fizova konstanta
kmitavého pohybu je ¢ = 6,27rad. Z hodnoty uhlovej frekvencie kmitavého pohybu kyvadla
mozeme urdit’ periodu kmitavého pohybu, ktora je To = 3,44s. (Tu mézeme odhadnut’ aj z grafu
Obr. 7.5, ked’ dokazeme odc¢itat’ ¢as desiatich kmitov.) Odtial’ uz nie je problémom urcit’ zo
vztahu (7.16) aj hodnotu tiazového zrychlenia Zeme, ktoré pri dizke daného kyvadla L = 3m
a z uréenych parametrov vychadza g = 10,01m.s™2. (Pri analyze sme uvazovali o vychylkach do
5°, pre vel'ké vychylky je rieSenie daného problému zlozitejSie.)
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Obr. 7.5 Analyza uhlovej vychylky matematického kyvadla


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/06_matematicke_kyvadlo.avi
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7.1.2 Premeny energie v mechanickom oscilatore

Aby sme mechanicky oscilator uviedli do kmitavého pohybu, musime ho vychylit
z rovnovaznej polohy. Ak teleso uvolnime, nadobudnutd potencidlna energia natiahnutej
pruziny sa premeni na kinetick energiu kmitajiceho telesa. Po prechode rovnovaznou polohou
teleso zacne pruzinu stlacat’ (pripadne natahovat v zéavislosti od pociatoéného vychylenia)
a kinetickd energia pruziny sa meni na potencialnu energiu stlacenej pruziny. Ked’ oscilator
dosiahne amplitadu vychylky je potencialna energia pruznosti oscilatora najvicsia. Potom sa
oscilator vracia spét’ do rovnovaznej polohy, jeho okamzita vychylka sa zmensuje, no na druhej
strane sa zvacsuje rychlost’ zavazia a jeho kineticka energia Ex je pri prechode rovnovaznou
polohou najvécsia a rovna potencialnej energii pri najviacsej vychylke z rovnovaznej polohy.
Po prechode rovnovéaznou polohou sa rychlost’ oscildtora bude opit’ zmenSovat, pruzina
oscilatora sa natahuje a zvicsuje sa jeho potencialna energia. Ked’ oscilator dosiahne amplitidu
vychylky, bude rychlost’ zavazia, a teda aj kineticka energia opét’ nulova. Pri harmonickom
pohybe sa periodicky premiefia potencidlna energia oscildtora na kinetickt a naopak. Celkova
energia oscilatora je pritom konStantna a Vv kazdom okamihu sa rovnd suctu potencidlne;
a kinetickej energie.

Ak budeme uvazovat’ o nettmenom harmonickom pohybe, celkova mechanicka energia
v izolovanej sustave, v ktorej posobi iba konzervativna sila, je konStantna a je rovna suctu
kinetickej a potencidlnej energie. V miestach s maximalnou vychylkou je rychlost’ oscilatora
nulova (kinetickd energia je taktiez nulova) a celkovd mechanické energia je rovna potenciélne;j
energii, pre ktora plati:

E = Epm = [—kxdx =k (7.17)

Rovnaku hodnotu celkovej energie dostaneme, ked” budeme analyzovat’ kineticka energiu,
ktora dosahuje maximalne hodnoty pri prechode oscilatora rovnovaznou polohou, pricom
potencialna energia je nulova. Po dosadeni maximalnej hodnoty rychlosti zo vztahu (7.13)
do vztahu pre kineticku energiu dostaneme

E—E,_ ——mV :lma)gx
2

k max max
2

ézlwﬁ (7.18)
2

Pre okamzité hodnoty kinetickej a potencialnej energie plati

E, :%mvz :%ma)éxrf1 sin(w,t + ). (7.19)

E, :%kx2 :%kxfn (:032(a)0t+¢):%mngﬁ1 cos (gt + ). (7.20)

MozZno sa presvedcit, Ze sucet okamzitych hodndt kinetickej a potencialnej energie
harmonického oscilatora nezavisi na Case:

Eec = E +E, :%ma)gx,f](sinz(a)ot+go)+cosz(a)0t+go)):%ma)gxf1 :%kxni, (7.21)

celk
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pricom sme vyuzili, Ze pre kazdy uhol « plati
cos?ar +sin‘a = 1. (7.22)
Ako z predchadzajuceho vztahu vyplyva, celkovda mechanickd energia netlmeného

harmonického oscildtora je konstantnd a priamo umerna tuhosti pruziny a stvorcu amplitudy
kmitov.

Uloha 7-3:

Analyzujte kmitavy pohyb z hladiska energii (kinetickd, potencidlna, celkova).
(1 dielik je 1cm, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: kmity pruzina2.avi
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Obr. 7.6 Analyza ¢asového vyvoja energii kyvadla

Ako mozno z predchadzajiceho Obr. 7.6 vidiet, pri kmitavom pohybe pruzinového
oscilatora dochadza k periodickym zmenam kinetickej energie Ex na potencialnu Ep, pricom
vV kazdom okamihu plati, ze ich stcet Emech je konStantny (odpor prostredia zanedbavame,
mensie fluktudcie vznikaju pri vypocte rychlosti kyvadla, ¢o sa prejavi aj pri vypocitanej
Kinetickej energii).

Uloha 7-4:

Urcte tuhost’ pruZiny.
(dlZka meradla: 1dielik = 1cm, hmotnost’ jednotlivych zdavaZi je 50g, hmotnost’ hdcika je 9g)
zdroj: tuhost.avi


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kmity_pruzina2.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/tuhost.avi
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Obr. 7.7 Analyza prediZenia pruZiny

Analyzou v programe Tracker boli uréené predizenia pruziny po pridani jednotlivych
50 gramovych zavazi. Dané hodnoty pdsobiacej sily F (= m*g) a predlzenia boli nasledne

spracované do grafu (Obr. 7.8), pri¢om vyuzitim linearnej regresie bola ur¢ena hodnota tuhosti
pruziny k = 2,93 N/m.
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Obr. 7.8 Urcenie tuhosti pruZiny vyuZitim linearnej regresie

Uloha 7-5:

Urcte tuhost’ pruziny. Hmotnost’ pera je 6 gramov.
(1 dielik = 1 cm, 120 fps). zdroj: tuhost_pruziny.avi

RieSenie:
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Obr. 7.9 Analyza pohybu pera

Ak vyuzijeme znalost’ vzt'ahu (7.18) a (2.26), dame ich do rovnosti a pomocou analyzy
Vv Trackeri ur¢ime maximalne stlacenie pruziny Xm a vysku h, do ktorej vyleti pero, vieme sa
dopracovat’ k tuhosti pruziny, ktora v tomto pripade vychadza k = 311 N/m.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/18_tuhost_pruziny.avi
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Uloha 7-6:

Odhadnite tuhost’ pruZiny rusiia a voziia.

(vy$ka ndraznika je 35 cm, hmotnost’ rusiia 82 ton, hmotnost’ voziia je 43 ton, pocet obrdazkov
za sekundu je 30 fps).

Zdroj: naraz_vlak.avi.

RieSenie:

Pri detailnejSej analyze videa si vSimneme, zZe po naraze ruSiia sa pohne aj vozen,
Vv skutocnosti sa naraz prejavil aj na stlaceni pruzin naraznikov d’alSieho vozia, takze budeme
uvazovat' o sustave Siestich pruzin na vozitoch, ktoré sa stla¢aju. Vyuzijuc rieSenie Uloha 7-5:
a urcenim stlacenia pruzin (v pripade vozna 6,77 cm (dohromady 6 pruzin) a Vv pripade rusia
1,63 cm (2 pruziny)) sa dopracujeme k vysledkom: Kyuzia = 6 MN/M, Kyozia = 115 KN/m.
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Obr. 7.10 Analyza narazu rusiia s vagonom

(.2 Tlmeny harmonicky oscildtor a imené kmitanie

Predchadzajuce uvahy boli robené za predpokladu, ze v priebehu harmonického
kmitania nepOsobia na oscilator Ziadne iné vplyvy. Za daného idealneho predpokladu by sa
amplitida vychylky nemenila a oscilator by kmital neobmedzene dlho. V skuto¢nosti v§ak na
oscilator pdsobia sily, ktoré st pri¢inou premeny mechanickej energie na ini formu energie,
zvéacsa na jeho vnutornu energiu. To sa prejavi postupnym zmenSovanim amplitady vychylky,
az postupne kmitanie zanikne. Tomuto procesu hovorime tlmené kmitanie.

Pric¢inou tlmeného kmitania oscilatora je najCastejSie trecia sila, ktord vznika
vzajomnym posobenim oscilatora a prostredia, v ktorom sa oscilator pohybuje. Ak je timenie


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/naraz_vlak.avi
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oscilatora prili§ velké, kmitanie nenastane a oscilator sa po vychyleni vrati do rovnovaznej
polohy (aperiodicky pohyb).

V praxi, ked’ sa vyzaduji malé tlmenia, pri¢iny tlmenia sa obmedzujt, a naopak, tam,
kde je kmitanie neZiaduce, tlmenie sa umelo zvic¢Suje (napr. timiée perovania v automobiloch,
tlmenie pohybu ra¢ok meracich pristrojov a pod.).

Vlastné kmitanie oscilatora je vzdy tlmené. Casovy priebeh tlmenia zavisi jednak od
vlastnosti oscilatora, ale aj od prostredia, v ktorom sa kmitanie uskuto¢niuje. Tlmenie
ovplyvituje amplitidu vychylky aj periddu kmitania. Tlmeny oscildtor ma vacsiu periodu
kmitania ako rovnaky oscilator bez tlmenia.

Experimentalne moézeme tlmeny kmitavy pohyb realizovat napriklad ponorenim
kmitajacej sustavy — harmonického oscilatora do viskoznej kvapaliny (pripadne nechat
oscilator kmitat’ dostato¢ne dlho na vzduchu). Predpokladajme pri danom pohybe, Zze odpor
prostredia je priamo umerny rychlosti Fogp = — kv , kde k" > 0. Sila odporu prostredia bude
smerovat’ proti smeru rychlosti, ¢o vyjadruje znamienko minus v pohybovej rovnici

2
md—Z‘:—kx—k'd_x. (7.23)
dt dt

Ak pouzijeme substituciu (vztah (7.10))

k!
w, = haaz%, (7.24)
m
pohybové rovnica prejde na tvar
2
%+2b3—:+a}§x=0. (7.25)

!

Konstantu b = om charakterizuje vplyv trenia anazyva sa koeficient utlmu, o je vlastna

uhlova frekvencia, t.j. uhlova frekvencia netlmeného harmonického oscilatora. VSeobecné
rieSenie predchadzajicej pohybovej rovnice ma tvar

X = X,& ™ cos(ak + ). (7.26)

Uhlova frekvencia @ je menSia, ako uhlova frekvencia pri netlmenom kmitani an tej istej
sustavy a meni sa aj amplituda, ktora s ¢asom exponencialne klesa:

X = xge™. (7.27)

m

Priebeh kmitania a zmeny amplitady je znazorneny na obrazku.
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i 4 — bt
zim| z{t) = zpe™ cos (@t

=Z(t)
=Z(t+1)

*ﬁ_

tis

b
Obr. 7.11 Timené harmonické kmity

Prisne vzaté nemdzeme tlmeny kmitavy pohyb pokladat’ za periodicky pohyb, pretoze
kmitajaci bod nedosiahne svoju pévodna vychylku. Pohyb je kvaziperiodicky a o peridde T
mozeme hovorit’ iba ako o ¢asovom intervale, za ktory hmotny bod prechadza rovnovéaznou
polohou.

Pre periédu tlmenych kmitov plati

T22F___ 28 (7.28)

o Jw -b? ’

pricom T >To, kde To predstavuje periodu vlastnych kmitov. Ak je tlmenie malé, peridda
kmitavého pohybu sa takmer rovna peridde netlmenych kmitov a predchadzajuci vztah sa
zmeni na vztah (7.11). Pri zvd¢Sovani tlmenia bude aj periéda tlmenych kmitov narastat’.
Pre mechanickl energiu tlmeného oscilatora bude platit’, ze sa s Casom zmenSuje. Pre slabé
tlmenie mdzeme amplitudu Xm Vv rovnici (7.21) nahradit’ vyrazom (7.26) a ziskame tak zavislost’

E(t)z%kxg exp (- 20t). (7.29)

Podiel amplitidy dvoch po sebe nasledujicich maximalnych vychyliek na ti istd stranu
nazyvame #tlm a oznacujeme A, pricom plati

1= Xm(t) _ Xoe_bt — T (7.30)
X, (t+T)  x,e™" '

Prirodzeny logaritmus utlmu je logaritmicky dekrement utlmu 6 a vyuzijuc predchadzajucu
rovnicu mézeme pisat’

5=InA=bT. (7.31)

Cim bude vidsi logaritmicky koeficient utlmu, tym je potrebny mensi pocet kmitov
na urcité znizenie amplitidy.
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Uloha 7-7:

Analyzujte tlmeny kmitavy pohyb (ndjdite vit'ahy pre okamZitu vychylku, rychlost’
a grychlenie, urcte uhlovu frekvenciu a fazovu konstantu kmitavého pohybu).

(di¥ka meradla: 0,1 m, frekvencia snimok: 120 ps)).

zdroj: timene _kmity2.avi

RieSenie:

Na nasledujiicom Obr. 7.12 je prevedena analyza timenych harmonickych kmitov pruzinového
oscilatora — zavazia z predchadzajucej Glohy (Uloha 7-3) zaveseného na pruzine a ponoreného
do kvapaliny. Ako aj Vv predchadzajucom pripade netlmené¢ho pruzinového oscilatora, aj
V tomto pripade si mozeme vSimnut’ fazovy posun medzi okamzitou vychylkou, rychlostou
a zrychlenim kyvadla v danom case.
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Obr. 7.13 Analyza okamzitej vychylky timenych harmonickych kmitov kyvadla
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Obr. 7.14 Analyza okamzitej rychlosti timenych harmonickych kmitov kyvadla

Analyzou Casovych zavislosti mozno usudit’ (Obr. 7.13, Obr. 7.14), ze sa jedna o tlmeny
harmonicky pohyb, ked’ze amplitida okamzitej vychylky a rychlosti sa s ¢asom znizuje.
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Okamziti vychylku tlmeného kmitavého pohybu mozno popisat rovnicou V tvare:
x(t) = 0,02695 exp (-0,07295t)cos(4,051t + 3,258). Smernica dotyénice ku grafu okamzitej
vychylky ma v ¢ase t = 0,55s hodnotu 0,0721m.s, ¢o odpoveda okamzitej rychlosti v smere
osi X uréenej z tabul’ky: vx(t =0,55s) =0,072m.s%. Analyza rychlosti tlmeného harmonického
oscilatora je v tomto pripade trochu zlozitejsia, nakol’ko rychlost’ timeného kmitavého pohybu
dostaneme, ked’ zderivujeme vychylku kyvadla podla ¢asu, ktora v tomto pripade predstavuje
zlozenu funkciu (exp().cos()). Takze dani matematickd funkciu musime derivovat’ ako sucin.
(Samotnu derivaciu ponechavame na Citatelovi.) Po zderivovani vychylky tlmeného
harmonického pohybu kyvadla v smere osi x (x(t)) dostavame rovnicu v tvare:

v(t) = 0,02701 . (-0,07356) . exp(-0,07356t) . cos(4,045t+3,292) —

0,02701 . 4,045 . exp(-0,07356t) . sin(4,045t+3,292).

(Vyjadrenie zrychlenia ponechdvame na samotnom citatel'ovi, nakol’ko sa jedna o dvojnésobntl
derivaciu sucinu.)

Zo ziskanych vztahov pre vychylku arychlost kmitavého pohybu vyplyva,
ze amplitada kmitov je Xm = 0,027m, uhlova frekvencia kmitavého pohybu je @ = 4,05rad.s™
(mensia, ako v pripade netlmeného pohybu), koeficient Gtlmu b = 0,07295 (0,07356)s*
a fazova konstanta kmitavého pohybu je ¢ = 3,26(3,29)rad.

Aj pri tomto pohybe je mozné V ktoromkol'vek okamihu urcit okamzit vychylku
v danom ¢asovom intervale ako obsah plochy pod krivkou zavislosti rychlosti na ¢ase (Obr.
7.14) - obsah vyznacenej plochy je 0,0221m, ¢o odpoveda zmene okamzitej vychylky vo
vyznacenom ¢asovom intervale At = t30 — tis = 0,755 — 0,375s = 0,375S: Ax = x30 — X15 =
=0,022m — Om =0,022m).

Vplyvom trenia pri kmitavom pohybe vo vode bude dochadzat’ k stratam mechanickej
energie, ktord sa meni na energiu tepelnli a pohyb bude postupne zanikat. Ak chceme
v kmitajucej sustave pohyb udrzat, musime ststave vhodnym spdsobom dodavat’ energiu.
Za istych podmienok je mozné dosiahnut’, aby vychylky oscilatora boli véacsie, ako samotna
pociato¢nd amplitida kmitavého pohybu.

7.3 Vynuteny kmitavy pohyb

V kazdom kmitajucom systéme pdsobia ur€ité trecie sily, priCom vol'né kmity vyvolané
Vv takomto systéme budu vzdy timené. Aby sme v systéme dosiahli netlmené kmity, je potrebné
kompenzovat energetické straty vyvolané trenim pomocou vonkajSieho zdroja. Pod vynitenym
kmitavym pohybom budeme rozumiet’ taky pohyb, ktory nastane, ked’ na kmitajucu stistavu
bude okrem sily velkosti kx a odporovej sily prostredia bv posobit’ aj periodicka sila. M6Zeme
si predstavit’ napriklad diet'a na hojdacke, ktoré sa snazi hojdat’ jeho rodi€ stojaci pred(za) nim
periodickym dodavanim energie. Ak by rodi¢ postrkaval hojdacku s frekvenciou rovnou
vlastnej frekvencii hojdacky, dosiahol by tak velké amplitidy vychylky aj rychlosti. Ako
mozno zo skusenosti vieme, je mozné naucdit’ sa takto rozhojdat’ hojda¢ku metdédou pokus-omyl.
Ak by sme ju rozhojdévali s inou frekvenciou, bud’ vysSou alebo nizSou, amplitudy vychylky
a rychlosti by boli malé. Ak by hojdacku nerozhojdaval rodic¢, ale dieta by sa hojdalo samé,
pri¢om by sa udrziavalo stale kmitanie pravidelne sa meniacim vnatornym parametrom — napr.
kyvanim noh, vtedy hovorime o tzv. parametrickej rezonancii. Rezonan¢na frekvencia
takéhoto mechanizmu hojdania sa je dvojnasobna oproti vlastnej frekvencii hojdacky. Dalsou
zvlastnostou parametrickej rezonancie oproti vynutenym kmitom je to, Ze iou mozno zosilnit’
uz existujuce kmity, ale nemozno sa niou rozhojdat’ z uplného pokoja.

Uvazujme teraz o tom, ze ¢asova zavislost’ vynucujicej sily ma tvar Fy = Fg cos(42t),
kde Fo je amplituda posobiacej sily a £2 je jej kruhova frekvencia. Pod vplyvom takejto sily
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vzniknl v systéme kmity, ktoré nazyvame vynitené. Vyslednicu sil pdsobiacich na teleso
hmotnosti m mézeme zapisat’ v tvare

F =—kx- k’%Jr F, cosQt . (7.32)

Pohybovéa rovnica ma pre vynateny kmitavy pohyb tvar

2
md—z(:—kx—k'%Jr F,cosQt, (7.:33)
dt dt
¢o mdzeme s vyuzitim substitiicie prepisat’ do tvaru
2
d—§+2b%+a)§x= f,cosQt, (7.34)
dt dt

kde fo = Fo/m a b a ap maju ten isty vyznam, ako pri tlmenom kmitavom pohybe.
Od predchadzajucich pohybovych rovnic sa tato rovnica lisi tym, Ze jej prava strana sa nerovna
nule av matematike ju pozname pod pojmom diferencialna rovnica druhého radu
s konstantnymi koeficientami a pravou stranou. VSeobecné rieSenie danej pohybovej rovnice
ma tvar

X = X, cos(at + )+ Bos(Qt + ). (7.35)

Z rovnice vyplyva, Ze ak vonkajsia periodicka sila bude posobit’ na teleso dostatocne
dlhy cas, ststava bude konat’ len vynttené harmonické kmity s amplitadou B a frekvenciou
rovnajicou sa frekvencii vynucujicej sily, pricom faza vynutenych kmitov bude posunuta
0 uhol a vzhI'adom na vonkajs$iu pdsobiacu silu, ked’Ze prvy ¢len rovnice exponencialne zanika.
V ustalenom stave je rieSenie kmitajuceho systému s vonkajSou silou Fv = Fo cos(«2t) dané
vztahom

x = Bcos(Qt + «)- (7.36)

Pre amplitudu vynatenych kmitov plati

Fo

B= .
my(w — Q2 ) +4b?Q?

(7.37)

Ako z predchadzajuceho vztahu vyplyva, amplitida vynatenych kmitov bude zavisiet
od amplitady vynucujuacej sily Fo, ale aj od vzt'ahu medzi vlastnou frekvenciou kmitajuceho
systému wo a vynucujucou frekvenciou Q. Najvicsia hodnota amplitiidy B sa dosiahne, ked’ sa
obe frekvencie budl rovnat, t.j. wo = Q. Dany jav sa nazyva rezonancia. Kmity s maximalnou
amplitidou sa nazyvaja rezonancné kmity a frekvencia pri ktorej dochadza k takymto kmitom
sa nazyva rezonancnd frekvencia amplitudy. Rezonancnu frekvenciu je mozné urCit z
podmienky extrému funkcie B(£2). Ako si méZeme v§imnut’, rezonanéna frekvencia nezavisi na
velkosti tlmenia. Maximalna hodnota amplitady B je dana vztahom
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F (7.38)
2mbQ)

Vsetky mechanické sustavy vykazuju jednu alebo viacero vlastnych frekvencii. Ked' na
ne bude pdsobit’ vel'kd vonkajSia sila s frekvenciou blizkou jednej z vlastnych frekvencii
sustavy, moézu vznikajuce vynutené¢ kmity spdsobit’ mechanické porusenie. Mechanické
rezonancie mozu mat’ vel’ké negativne U€inky. UZ posobenim malej sily moZze dojst’ k vel'kym
amplitidam kmitov, priCom sa mdze porusit’ pevnost’ materidlov, mostov, ¢o moze sposobit’
ich destrukciu (Obr. 7.15). Preto musia aj letecky konstruktéri zaistit’, aby sa vlastna frekvencia
kridel lisila od frekvencie piestov pri otaCkach motora behom letu.

Obr. 7.15 Most Tacoma Narrows Bridge v kratkych okamihoch za sebou poc¢as fukania
vetra a silného krutenia mosta

Vroku 1940 postavili v state Washington visuty most cez Tacomska uZinu,
ktory otvorili 1. 7. Vietor, ktory sa opieral do mosta, spdsoboval nekontrolovatel'né vlnenie
vozovky. 7.11. dosiahla sila vetra rychlost’ 70 km/hod a to sposobilo také silné kritenie mosta,
Ze to most nevydrzal a zrutil sa do rieky.

7.4 Skladanie kmitov

Kmitavy pohyb moze byt niekedy vytvoreny zlozenim rdéznych pohybov v réznych
smeroch. V zavere tejto Casti si popiSeme, ¢o vznikne zlozenim dvoch kmitov rovnake;j
amplitidy ale r6znej (pritom blizkej) frekvencie. Pre jednoduchost’ budeme uvazovat’ kmitavé
pohyby s rovnakymi amplitidami Xoa fazovymi konStantami pohybu ¢, pricom uhlova
frekvencia prvého kmitania je 1 a druhého @z. Potom pre okamzité vychylky z rovnovaznych
poloh pohybov plati:

X, = X%, C0S(@t + ). (7.39)
X, = X, COS(@,t + ). (7.40)

Vyuzitim vlastnosti goniometrickych funkcii pre vychylku vysledného pohybu X
zlozeného z dvoch kmitavych pohybov X1 @ X2 ( x = x, + x,) dostaneme:
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X = X, COS(co,t + @)+ X, cos(@,t + @) = 2X, cos[%tjcos(%t + (p} ;o (14

pri¢om sme vyuzili znamy vztah z trigonometrie

cos(r)+cos(B) = 2 cos(#j cos(ﬂj . (7.42)

2

Prva ¢ast’ vysledného vzt'ahu (7.41) sa meni ovel'a pomalSie a charakterizuje amplitidu pohybu
a druhd cast’ predstavuje fazu pohybu. Vysledny pohyb moZeme preto chapat’ ako kmitanie

s uhlovou frekvenciou ( L

@, + o,
2

j a pomaly sa meniacou amplitidou. Vysledny priebeh

kmitania je znazorneny na Obr. 7.16. Vysledna amplitida kmitavého pohybu je kladné ¢islo,
takZze mozeme pre fu pisat’

Uhlova frekvencia vysledného pohybu bude mat’ tvar

Alt) = 2x, cos(wl ;wz tj : (7.43)
2 o
L o+o, T, T, a(T+T,) (7.44)
YT T T,
Xy Iml
VYV T T Ty vy vy Yy v
.':.-:.|.:'\..:. :. .'| K .:I::- .. .: .-: . -\..:. :. .'h Y |'- It_
2X%g ?‘lxi %{!'. |

A

Obr. 7.16 Vznik razov

Pre periddu vysledného pohybu mozeme teda pisat’:
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2r 2r Ar 2T.T,
T=—= = = : (7.45)
o Ot o+, T+T,
2

Amplitada vysledného pohybu (7.43) sa s casom meni periodicky a pre periodu jej zmeny plati:

2 _ 4r
|a)1_a’2| |a)1—a)2|'
2

T, =

(7.46)

Ked'Ze za jednu peridodu zmeny amplitidy vznikna dve zosilnenia a dve zoslabenia, t.j. rdazy,
pre periodu razov plati:

T _i_Z_ﬁ_T_A_ 2r 2r 11 T
o 2 oo 2(f-f)) [ft-f] |1 1| [,-T] @47
T
Pre vysledn frekvenciu razov méZeme teda pisat’:
f :|f2 - f1|. (7.48)

Uloha 7-8:

Analyzujte pohyb spriahnutych kyvadiel, urcte frekvenciu rdazov!
(dlZka meradla: 0,5 m; 1m, frekvencia snimkov = 30 fps )
zdroj: spriahnute kyvadla.avi, spriahnute _kyvadla 2.avi

RieSenie:

Nasledujuci Obr. 7.17 znazorfuje analyzu spriahnutych kyvadiel v programe Tracker.
Na zaklade vysSie uvedenych vztahov je mozné urcit periddu rdzov a néasledne hladant
frekvenciu. (Ponechavame na samotnom citatel'ovi.)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/09_spriahnute_kyvadla.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/33_spriahnute_kyvadla.avi
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Obr. 7.17 Analyza kmitov spriahnutych kyvadiel
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Uloha 7-9:

Analyzujte pohyb telesa, ktoré vykondva sucasne pohyb v smere osi x aj y. Uréte pomer
frekvencii kolmych kmitov.
(dlzka meradla: 10 cm, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: pruzina.avi
Riesenie:

Ako si mozno na Obr. 7.18 v§imnut, teleso zavesené na pruzine vykonava preiodicky
pohyb v smere 0si x aj v smere 0si y. V pripade, Ze by frekvencie danych kmitov neboli rovnaké,
ale ich pomer by sa dal vyjadrit’ ako podiel prirodzenych ¢isel (1:2, 1:3, 2:3), pre rdzne hodnoty
fazového rozdielu (0, ©/2, ©) by sa dany pohyb uskuto¢noval po krivkach, ktoré nazyvame
Lissajousove krivky. (Viac o tom v literatire Kadel¢ik a kol., 2011). Pre nas pripad plati (Obr.
7.19), Ze perioda kmitov v smere osi x je Tx = 1,231 s (fx = 0,812 s}) a v smere osi y je Ty =
0,999s (fy = 1,001 sY). Pomer frekvencii kolmych kmitov je fy / f, = 0,812.

2 H| S | B w- || Kvwvoit = 8 | Qaoes | o oy | N o A A | 4, 7, B ac
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Obr. 7.18 Analyza pohybu telesa v smere osi x a 'y


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/pruzina.avi

Kmitavy pohyb 147

Data Builder... “ Refresh ” Pomoc‘
;. markers| [v] [v]
p lings| [v] [v]
style| B e - S
axis| horiz vert vert
row t y ¥
0| 0] -0057 0124~
1 0.008] -0056 0, 126)=
2l 0017 -0,054| 0128
3 0025 -0053 0,129
4 0033 -0051 0131
n 5 0,042 -0,05 0,132
? 5] 0,05 -0,048 0133
. § 7| 0058 -0046 0133
% 8 0067 -0044 0134
1 9 0075 -0042 0,134
10 0083 -0,04] 0,134
11 0092 -0039 0,134
12| 01 -0036 0134
13| 0108 -0,034] 0,133
14 0117 -0032 0131
15 0125 -0,03 013
16 0133 -0027 0,128
17| 0142 -0025 0,127
18| 0,15] -0,023 0125
. . . . . . 19 0158] -0.021] 0,124
i 200 0167 -0,018 0,122
0 ! ? 3 o b ! 5 ’ 21| 0175 0,017 _0.119]_
t=3,33 w=-653E-3|: 22l p1g3l -ppqel o117l
Drag table columns to yellow (horizontal axis) or green (vertical axis) for curve fitting non-editable

Obr. 7.19 Casova analyza vychylky v smere osi x a y

Uloha 7-10:

Analyzujte pohyb padajucej pruZiny na zaciatku uchytenej v najvy$Som bode a vol’ne
visiacej.

(vy$ka Studentky: 180 cm, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: slinky.mov

RieSenie:

Zaujimavost'ou pri tejto analyze je, ze sa pruzina po uvolneni nebude pohybovat’ ako
celok, ale pohybuje sa len jej vrcha Cast’ a spodna Cast’ “levituje” az do okamihu, kedy sa vrchna
¢ast’ priblizi k spodnej a potom uZ pokracuje “nenatiahnutd” pruzina (jej vrchny aj spodny
koniec) volnym padom (Obr. 7.20). Zatial'¢o v prvej Casti pohybu sa zaciatok pruziny po
uvolneni pohybuje so zrychlenim ai; = 15,7 m/s?, spodok pruZiny sa nepohybuje, t.j. jeho
rychlost’ je nulova. Po stretnuti oboch koncov sa nenatiahnutd pruzina bude pohubovat’ so
zrychlenim a; = 9,84 m/s?, teda volnym padom. (Viac o tejto analyze v prispevku Kires,
Jeskova, 2007)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/slinky.mov
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Obr. 7.20 Analyza pohybu vol’ne pustenej natiahnutej pruziny (slinky)

V151
Measure | Analyze Data Builder... | Refresh Pomoc|
E markers| v v
B lines| [w] [v]
style| - -
axis| horiz vert vert
-1 Fow Wi
0| 0 -
1 o.008 0] 0002
-2 2l 0017 -0| -0,023
3 0.025 0| 0.035|=
- 4 0023 0| 0.3
= 5 0,042 0] 0,011
§ 005 0| o0.002f
P 7 0058 ) o042
8 0067 0| -0.033
9 0,075 -0 -0,075
£ 10 0,083 0] -0.009
1 0,092 0] 0,019
12| 0.1 0| 0.045
A 130,108 o 005
0 0050410 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 14 0117 0] 0014
i 18 0,125 0| 0,044
16 0,133 0| 0,048
) - o Parameter Hodnota 17 0142 0 -0.047
Fit Name:|Priamka | v | | Fit Bull:ler.J 18|  0.15| -0.634 0007
A 1,565E1
10| 0158] 0,634 0,03
Fit Equation: vy = A*t + B B 5,811E0 200 0,167] -0,362] 0,008
21| 0175 -0,634] 0,001
Autofit  rms dev 2,439E-1 22] 0183 0453 -0,042|«
Drag table columns to yellow (horizontal axis) or green (vertical axis) for curve fitting non-editable

Obr. 7.21 Casova analyza rychlosti horného konca pruZiny (zelens farba) a spodného

konca (Cervena farba)
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Obr. 7.22 Casova analyza rychlosti pruZiny (horného a spodného konca) po stiahnuti
pruziny
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8. Mechanické vinenie

V predchadzajicej kapitole sme sa zaoberali kmitavym pohybom, ktory sa zvyc¢ajne
realizuje na priamke. Ak budeme mat’ sustavu bodov, ktoré su vzadjomne prepojené, kmitavy
pohyb jedného bodu sa bude postupne prenasat’ k d’alsim bodom a vznikne vinenie.

Zo skusenosti vieme, Ze ked’ hodime kamen na vodnu hladinu (Obr. 8.1), z miesta
dopadu kamefia sa po vodnej hladine bude §irit' rozruch vo forme vin, ktoré maji tvar
ststrednych kruznic. Ak sa na vodnej hladine nachadza plavajuci predmet v istej vzdialenosti
od miesta dopadu kamena, po istom Case sa kmitavy rozruch prenesie z miesta dopadu kamena
a vyvola kmitanie plavajaceho telesa (ked’ vlna dorazi na dané miesto). Vinenie je dej, pri
ktorom sa kmitavy pohyb Siri prostredim, priCom sa prostredim prenasSa energia.

Prostredie, ktoré ma vo vSetkych smeroch rovnaké vlastnosti sa nazyva izotropné
prostredie. Body, do ktorych sa vinenie dostane z bodového zdroja za rovnaky Cas, leZia na
kruznici (v rovine) alebo na gul'ovej ploche (v priestore) a nazyvajt sa vinoplocha. Smer Sirenia
vinenia v danom bode bude uréovat’ kolmica na vinoplochu, ktora sa nazyva li¢.

Pomocou vlnenia sa §iri zvuk, svetlo, televizne aj rozhlasové signély. V nasledujtcich
Castiach si budeme charakterizovat’ mechanické vinenie; elektromagnetické vinenie, pre ktoré
plati rovnaky matematicky popis, avSak jeho fyzikdlna podstata je ina, je nad rdmec tejto
publikacie.

8.1 Postupné mechanické vinenie

Pri¢inou vzniku mechanického vinenia, ktoré sa $iri v pevnych, kvapalnych aj plynnych
latkach, je existencia vdzbovych sil medzi Casticami prostredia, ktorym sa vlnenie Siri.
V dosledku pruzného prostredia sa kmitanie jednej Castice prenasa vizbovymi silami na d’alSie
Castice. Ak castice prostredia, v ktorom sa vinenie $iri kmitaji v rovine a ich amplitady su
kolmé na smer, ktorym vilnenie postupuje, hovorime 0 postupnom prie¢nom vineni. Ak dané
Zastice kmitaji v smere, ktorym vlnenie postupuje, hovorime o postupnom pozdinom vineni.
Pozdizne vinenie je charakteristické zhustovanim a zriedovanim kmitajucich bodov okolo
miest, v ktorych st okamzité vychylky nulové.

Vzdialenost, do ktorej sa vinenie §iriace sa fdzovou rychlost’ou vinenia v dostane za
periodu T kmitania zdroja vinenia nazyvame vlnovd dl¥ka ). a vyjadrujeme ju vztahom:

A=vT=2 (8.1)

kde f predstavuje frekvenciu zdroja vinenia. Fazova rychlost’ vinenia predstavuje rychlost,
ktorou sa premiestiiuje rovnaka faza kmitania jednotlivych bodov, napriklad pri prie¢nom
vlneni maximalna vychylka v smere, ktorym vilnenie postupuje. Na ziklade toho mozno
konstatovat, e vinovd ditka je vzdialenost’ dvoch najblifsich bodov, ktoré kmitajii
s rovnakou fiazou. Mozina bodov, v ktorych ma vilnenie v danom okamihu rovnaku fazu,
vytvaraju vinoplochu.

8.2 Rovnica postupnej viny

Tak, ako pri kmitavom pohybe sme analyzovali vychylku hmotného bodu
Vv l'ubovolnom case, dokdzeme aj vinenie opisat’ vztahom, pomocou ktorého uré¢ime okamzit
vychylku y kazdého bodu radu v 'ubovol'nom ¢asovom okamihu t. Budeme uvazovat o vineni,
ktoré sa Siri v smere 0si X, pricom vychylka jednotlivych bodov sa uskutocnuje v smere 0si Y.
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Uvazujeme o postupnom vlneni zo zdroja, ktoré sa Siri radom hmotnych bodov, pricom dany
zdroj harmonicky kmita podl'a rovnice

y =y, sin(at). (8.2)

Ak sa dané vinenie bude $irit’ faizovou rychlostou v, tak do bodu vzdialeného od zdroja
vinenia x sa dostane za ¢as 7= X/ V. Z toho vyplyva, Ze kmitanie daného bodu bude mat’ rovnaka
okamzita vychylku ako zdroj o dobu 7 neskér. Okamzita vychylku daného bodu ur¢ime podl'a
vzt'ahu:

y=ymsm<w<t—r>>:ymsin(w(t-ijj. 62)

v

Vyuzitim vztahu o = 2z/T a vztahu (8.1) dostaneme rovnicu postupnej viny pre rad

bodov:
t X
=y sin| 27| —— = (8.4)
= HT zjj

Dana rovnica postupnej viny charakterizuje vlnenie, ktoré sa Siri homogénnym
prostredim zo zdroja kmitajiceho harmonicky. Ked’Ze neuvazujeme o stratich mechanicke;j
energie, amplitida ym vSetkych bodov je rovnaka a vinenie povazujeme za netlmené. Veli¢inu

t X . , . . . . . . v
27[[_'—_—1 oznacujeme ako fdza vlnenia. Dana rovnica predstavuje vlnenie, ktoré sa §iri

v kladnom smere osi X, teda napravo od zdroja vinenia. Ak by sa vInenie $irilo nal'avo od zdroja
vinenia, teda v zapornom smere, vo vyraze pre fazu by vystupovalo znamienko +. Rovnica (8.4)
plati aj pre prie¢ne aj pre pozdizne vinenie.

Na rozdiel od kmitania, veli€iny, ktoré popisujui vinenie st funkciami miesta aj ¢asu.

8.3 Interferencia vinenia

V pripade, Ze sa pruznym prostredim budu Sirit’ dve alebo viacero vlneni rovnakého
druhu, budu sa §irit' navzajom nezavisle. Za istych podmienok v mieste prekrytia vznikne
zosilnenie alebo zoslabenie vinenia, amplitida vzniknutého vysledného vinenia sa bude
periodicky menit’ a vinenia budu postupovat’ d’alej tak, akoby sa §irili samostatne. Vznika tu
skladanie alebo interferencia vinenia, ¢o sa prejavuje tak, ze vysledny kmitavy pohyb
hmotnych bodov prostredia je ureny superpoziciou kmitani vyvolanych vlneniami.

V tom najjednoduchsom pripade budeme uvazovat’ o skladani dvoch vineni s rovnakou
vlnovou dizkou a amplitidou, ktoré postupuju radom bodov s rovnakou fazovou rychlostou
a rovnakym smerom. Pre fazy dvoch vlneni, ktoré sa do ist¢ého bodu vzdialené¢ho od zdroja
vinenia o x1 a X2 dostant z dvoch zdrojov plati:

271X 27X
b = /11 a%:TZ. (8.5)

V T'ubovol'nom bode maju obidve vinenia konsStantny fazovy rozdiel
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2 2w
(02_(01:7()(2_)(1):7(1’ (8:6)

kde vyraz d = (X2 — X1) sa nazyva drdhovy rozdiel, pricom predstavuje vzdialenost’ dvoch bodov,
Vv ktorych maju obidve vilnenia rovnakl fazu. Dve vinenia nazyvame koherentné, ak ich fazovy
rozdiel je konStantny. Ak sa na drahovy rozdiel zmesti parny pocet polvin

d=2k? 87)
=

kde k =0, 1, 2, ..., vznika vlnenie s amplitidou, ktora je rovna suctu amplitad oboch vineni.
Ked’ je drahovy rozdiel rovny neparnému poctu polvin

d:Qk+ﬂ%, (8.8)

kde k =0, 1, 2, ..., vznika vlnenie s amplitidou, ktora je rovna absolutnej hodnote rozdielu
amplitdd dvoch vlneni. Pri interferencii dvoch vlneni (Obr. 8.1) je vysledna amplitada
vzniknutého vlnenia najvécsia v miestach, v ktorych sa vinenia stretavaju s rovnakou fazou
a najmensia v miestach, v ktorych maja vinenia opa¢nu fazu.

Obr. 8.1 Interferencia dvoch vineni
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8.4 Odraz vinenia
Castokrat je potrebné riesit’, ¢o sa stane s vlnou, ked’ dorazi na prekazku.

Uloha 8-1:

Analyzujte pohyb vin, uréte ich rychlost’. Ako sa odrd%ajit viny na pevnom konci? Zmeni sa
rychlost’ viny, ked’ sa zmeni napnutie pruZiny?

(dl¥ka meradla: 1 m, frekvencia snimok: 120 fps).

zdroj: viny.avi

RieSenie:

Na Obr. 8.2 je znazornena analyza vinenia, ktoré sa $iri v kovovej pruzine po udreti na
koniec jednej jej Casti. Ako si méZeme z obrazku v§imnut’, po udreti na jednom konci pruZiny
vznikne dol, ktory sa pohybuje pozdiZ pruziny od jedného $tudenta k druhému. Ak vlna dorazi
na koniec, odrazi sa a ako je mozné na spomalenom videu vidiet’, postupuje naspat’ ako vrch.
Vlnenie po odraze ma rovnaku vinova dizku, ale jeho faza sa zmenila o 7.

Ak by sme medzi pruZinu a Studentovu ruku vloZili 'ahké pruzné vldkno a po napnuti
pokus opakovali, na voI'nom konci by sa dol odrazal a vracal spat’ ako dol.

Vysledky danych experimentov mdzeme zovseobecnit’ nasledovne:

Na pevhom konci nastava odraz vinenia s opacnou fazou, na vol’nom konci nastava
odraz vinenia s rovnakou fizou.
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Obr. 8.2 Priecne viny

Z analyzy videa na Obr. 8.2 si m6Zeme vS§imnut’ zmeny rychlosti vinenia Siriaceho sa pruzinou
po zmene napnutia pruziny.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/27_vlny.avi
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Uloha 8-2:

Analyzujte pozdline vinenie v prusine, uréte rychlost’ viny v prusine a ako sivisi s di¥kou
pruziny!

(di¥ka meradla: 1 m, frekvencia snimok: 120 fps).

zdroj: pruZina_viny.avi

RieSenie:

Ako z Obr. 8.3 vyplyva, aj pozdizna vIna sa na pevnom konci bude odrazat’, pri¢om
rychlost’ Sirenia viny v napnutej pruzine bude zavisiet’ od jej dlzky, teda napnutia danej pruZiny.
Zavislost rychlosti viny od samotnej dlZzky viny ponechdvame na samotnom ¢itatel'ovi.
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Obr. 8.3 PozdiZne viny

8.5 8tojaté vinenie a chvenie sustav

V predchadzajucom priklade sme analyzovali pohyb viny pruznym prostredim po udere
na pruzinu. Teraz nas bude zaujimat, ako sa bude spravat’ dané pruzné prostredie, ked’ koniec
pruziny bude kmitat’ harmonicky a druhy koniec bude upevneny. Po vygenerovani viny bude
vlna postupovat’ z miesta vygenerovania na opa¢ny koniec, na ktorom sa odrazi s opa¢nou
fazou abude sa vracat’ spat. Sucasne bude oproti postupovat novo vygenerovana vlna
s rovnakou amplitadou a vlnovou dizkou, t.j. priame a odrazené vinenieChyba! Zilozka nie je
definovand.. Zlozenim priameho a odrazené¢ho vlnenia vznik4 novy druh vlnenia, pri ktorom
jednotlivé body kmitaju s rozlicnou amplitidou vychylky, ktora bude pre dany bod konStantna.
Toto vlnenie sa nazyva stojaté vinenie, pricom nevnimame pohyb vinenia, ale len preklapanie
Casti, ktoré kmitaji s maximalnou amplitidou. Body, Vv ktorych, kmitanie dosahuje najvacsiu
amplitudu vychylky sa nazyvaji kmitne stojatého vlnenia, body, ktoré si trvalo v pokoji sa


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/34_pruzina_vlny.avi
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nazyvaju uzly stojatého vinenia. Poloha kmitni auzlov pri stojatom vlneni sa nemeni,
vzdialenost’ susednych kmitni (pripadne susednych uzlov) je rovna polovici vinovej dizky (1/2)
stojatého vinenia, pri¢om polohy kmitni a uzlov st navzajom posunuté o A/4.

Pri postupnom vlneni kmitaji vSetky body radu hmotnych bodov s rovnakou
amplitidou, ale rozlicnou fazou. Faza vinenia sa §iri fdzovou rychlost'ou. Postupnym vinenim
sa prenasa mechanicka energia. Pri stojatom vlneni v$ak kmitaju vsetky body medzi dvoma
uzlami s rovnakou fazou, ale s rozli¢énou amplitudou vychylky, ktora zavisi od polohy daného
hmotného bodu. Stojatym vInenim sa energia neprenasa, pricom nastava len periodickd zmena
potencidlnej energie pruznosti na kinetick energiu hmotnych bodov.

Uloha 8-3:

Z polohy maxim (minim) zvukovych vin Siriacich sa trubicou uréte vinovii disku vinenia.
(jeden dielik: 1 cm, meradlo: 30 cm)
zdroj: Kundtova trubica 1.avi, Kundtova trubica 2.avi,

RieSenie:

Nasledujuci obrazok Obr. 8.4 znazornuje usporiadané korkové piliny po prechode
stojatej zvukovej viny. Miesta, v ktorych ostali piliny nepohnuté, predstavuju uzly. Ked'ze
vzdialenost’ dvoch uzlov predstavuje polovicu vlnovej dizky 4 vinenia, ktoré sa §irilo trubicou,
vyslednii vinovii dizku vlnenia uréime jednoduchou matematickou ipravou. Z obrazku vyplyva
(vzdialenost’ 4 uzlov), ze A = 0,465/2 m = 0,2325 m.

(™ - B N T T Qe | ooh N s A A A A, b
v ¥ kabteaine diixa 2 64761 | ubolod x-ovejosi[0er | sy anh parnse. 2508 0 47V

: — |
i1 in W b E = 341 e E
. :

L AT Kk frubeca ik

Obr. 8.4 Kundtova trubica

Vyrazné stojaté vinenie vznika vtedy, ked’ je prostredie ohranicené z oboch stran (napr.
Obr. 8.4), vtedy sa vlnenie odraza z obidvoch stran. Pri stojatom vineni bude na pevnom konci


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/39a_kundtova_trubica.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/39_kundtova_trubica.avi
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vzdy uzol vlnenia, na vol'nom konci bude kmitna vinenia. Uvazujeme teraz o strune na gitare.
Ked'Ze konce struny st pevné, vznika v nich uzol a su stale v pokoji. Ostatné body struny buda
kmitat’ s rozlicnou amplitidou vychylky. Na strune moéze vzniknut' stojaté vlnenie, ak je
splnena podmienka

k2 (89)
3

kde k = 1, 2, 3, ... Ked’Ze rychlost’ vlnenia V je Vv strune kon$tantna, vznikne v strune stojaté
vlnenie pri zakladnej frekvencii

_V (8.10)
21’

a pri vSetkych frekvenciach vyjadrenych vzt'ahom

f, =kf,, (8.11)

kde k = 1, 2, 3, ... Frekvencie, pri ktorych k > 1, nazyvame harmonické frekvencie. Stojaté
vlnenie, ktoré vznika iba pri istych frekvencidch, ktoré su uréené rozmermi telesa, rychlostou
vinenia v materiali, z ktorého je teleso vyrobené a zavisi od spdsobu upevnenia materialu sa
nazyva chvenie. Chvenie je charakteristické pre telesa v tvare ty¢i, vzduchovych stipcov, platni.
Na ploche dosiek sa tvoria siimerne rozlozené uzlové ciary, ktoré nazyvame Chladniho
obrazce.

8.6 Zvuk a jeho vlastnosti, rychlost’ zvuku

Zvukom nazyvame kazdé mechanické vinenie hmotného prostredia, ktoré pdsobi na
'udské ucho a vyvola v iom sluchovy vnem (mechanické vinenie s frekvenciou v intervale 16
az 16 000 Hz, podla inej literatury od 20 — 20 000 Hz, kazdé I'udské ucho je individudlne
a s vekom sa hranica pocutel’nosti znizuje). Mechanické vinenie s frekvenciou nizSou ako 16
Hz nazyvame infrazvuk, s frekvenciou vyssou ako 20 000 Hz nazyvame ultrazvuk. Pretoze je
vinova dizka ultrazvuku mal4, $iri sa prostredim priamogiaro. Stéasne sa uplatiiuje mala
absorpcia ultrazvuku v pevnych latkach a kvapalinach. Pomocou ultrazvuku mozeme merat’
hibku mori. Ultrazvuk sa taktiez vyuziva pri zistovani skrytych kazov materialu (ultrazvukova
defektoskopia). Infrazvukové viny sa dobre $iria vo vode. Infrazvuk vo vel’kej miere vyuzivaju
mnohé morské Zivocichy. Ak je frekvencia infrazvuku priblizne rovnaké ako frekvencia tlkotu
srdca, moZe to mat’ pre ¢loveka negativny ti¢innok.

Zdrojom zvuku je chvenie pruznych telies, ktoré sa prenasa do okolitého prostredia
T'ubovolného skupenstva len ako pozdizne vinenie. Zvukové vinenie ma v réznych latkach
rozliénu rychlost, priCom prechod prostredim ho zoslabuje — nastava pokles amplitidy, ¢o
suvisi s pohlcovanim alebo absorpciou zvuku.

Sluchom dokazeme rozlisit’ predovsetkym periodické zvuky — hudobné zvuky alebo
tony. Medzi ne patria nielen zvuky hudobnych nastrojov, ale aj samohlasky rec¢i (Obr. 8.5).
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Obr. 8.5 Zvukovy zaznam samohlasky e (doba trvania bola 0,2 sekundy)

Obr. 8.6 Neperiodicky zvuk — buchnutie 0,1 sekundy

Neperiodické zvuky vnimame ako hluk (Obr. 8.6) (praskot, buchot), nahodné chaotické
vnemy nazyvame Sum. Nasledujtci Obr. 8.7 znazoriuje ¢asovy priebeh zvuku, ked’ sa povie
,.detska univerzita®“ (na y-ovej osi je priebeh amplitady zvuku (v I'ub. jednotkach))

Obr. 8.7 Casovy zaznam zvuku, ked’ sa povie "detska univerzita". (Cisla hore
predstavuji ¢as v sekundach, celé vyslovenie trvalo priblizne 1,1 sekundy.)
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Pri vnimani zvuku prisudzujeme zvuku tym vacsiu vysku, ¢im vyssia je frekvencia
chvenia zdroja zvuku. Vy$ku zvuku urcuje jeho frekvencia. Pri zvukoch s harmonickym
priecbehom (jednoduchy ton) urcuje frekvencia absolutnu vySku tonu. AK zvuk nie je
harmonicky (zloZeny ton), obsahuje zlozky s réznymi frekvenciami a vySku zvuku uréuje
relativnu vySku tonu, ktora predstavuje pomer frekvencie daného tonu k frekvencii zékladného
tonu. Zdkladny tén bol v hudobnej akustike stanoveny medzinarodnou dohodou ako tén
s frekvenciou 440 Hz (a%), v technickej praxi sa ako zakladny ton pouziva tén s frekvenciou
1000 Hz, tzv. referenény ton. Farba zvuku charakterizuje dany zdroj zvuku, ktory vplyvom
vys§ich harmonickych tonov ma charakteristicky zvuk. To ndm umoznuje rozlisit’ dva zlozené
tony, ktoré maju rovnaka vysku, ale vydavaju ich rozli¢né zdroje zvuku, napr. rozne hudobné
nastroje.

Ludské ucho ma taku citlivost, ze dokaze vnimat tlakové zmeny Ap ~ 107 Pa. Této
zmeny az Ap ~ 10? Pa. Ked sa tato hranica prekro¢i, vznikne v uchu pocit bolesti, hovorime
0 prahu bolesti. Cudské ucho je najcitlivejsie na zvuky s frekvenciou 700 — 6 000 Hz.

Zvuky hodnotime veli¢inou, ktora sa nazyva intenzita zvuku a je definovana vztahom:

(P (8.12)
S

kde P je vykon zvukového vinenia a S je plocha, ktorou vinenie prechadza. Jednotkou intenzity
zvuku je W - m2, Rozsah intenzit zvuku, ktoré mdézeme vnimat sluchom je velky, prahu
pocutelnosti pre ton s frekvenciou 1 000 Hz zodpoveda intenzita zvuku 0 velkosti lo = 1012 W
- m2, prahu bolesti lo = 10° W - m™, celkovy rozsah intenzit je teda 10'2. Na vyjadrenie trovne
intenzit réznych zvukov bola vytvorena logaritmicka stupnica, ktorej jednotkou je bel, v praxi
sa pouziva 10-krat menSia jednotla — decibel [dB]. Najniz$ej intenzite urcenej prahom
pocutelnosti zvuku s frekvenciou 1 kHz zodpoveda troven 0 dB, prah bolesti je urCeny
hodnotou 120 dB. Je teda vyhodnejSie namiesto intenzity zvuku hovorit’ o hladine intenzity
zvuku alebo hladine akustického tlaku, ktora je definovana:

3 = (10dB)log IL = (20dB)log % , (8.13)

kde dp predstavuje efektivnu hodnotu meranej amplitady tlaku a po =20 pPa je prahova hodnota
akustického tlaku zodpovedajuca prahovej intenzite tonu s frekvenciou 1 kHz. Hodnota S sa
zvysi 0 10 dB vzdy, ked’ intenzita zvuku narastie o jeden rad (zvacsi sa 10-nasobne). Hodnota
B =50 odpoveda intenzite 10°-krat viésej ako je referenéna hladina. Hlasitost’ zvuku je teda
nas subjektivny vnem suvisiaci s hladinou intenzity zvuku, urcuje sa porovnavanim
vySetrovaného zvuku s referenénym ténom vysky 1 000 Hz.

Rychlost’ $irenia zvuku mé v rdéznych latkach rozdielne hodnoty. Rychlost’ zvuku vo
vzduchu zavisi od zlozenia vzduchu (vlhkost’, neCistoty), ale hlavne od teploty. Pre rychlost’
zvuku vo vzduchu plati vztah:

v, =(33182+061{t})ms, (8.14)

kde t je teplota vzduchu v °C. pri beznych teplotach je rychlost’ zvuku vo vzduchu priblizne 340
m - 51, Rychlost’ zvuku nezavisi od tlaku vzduchu.
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V kvapalindch a pevnych latkach je rychlost’ zvuku vacsia ako vo vzduchu. Napr. vo
vode pri teplote 20 °C je rychlost’ zvuku 1482 m/s (v morskej vode 1522 m/s), v oceli pri
teplote 0 °C je rychlost’ zvuku 5 941 m/s.

Pri znamej frekvencii zvukového vinenia f vieme uréit’ vinova dizku stojatej viny 4
a rychlost’ zvuku v vypocitat’ podl'a vzt'ahu

-t ©.15)
T

Uloha 8-4:

Z polohy maxim (minim) zvukovych vin a zistenej frekvencie zvuku uréte rychlost’ zvuku vo
vzduchu!

(jeden dielik: 1 cm, meradlo: 30 cm)

zdroj: Kundtova trubica 1.avi, Kundtova trubica 1.mp3, Kundtova trubica 2.avi,
Kundtova trubica 2.mp3,

pre analyzu pouZite program Audacity

RieSenie:

Vyuzitim predchadzajuceho vztahu (8.15) a vysledku ulohy (Uloha 8-3:) (1 = 0,2325
m) dokazeme rychlost’ zvuku urcit, ak budeme poznat' frekvenciu vlnenia Siriaceho sa
Kundtovou trubicou. Na urcenie frekvencie zvukového vinenia sta¢i pouzit’ program Audacity.
Z analyzy zvuku sme urc€ili f= 1412 Hz. Pre vyslednu rychlost’ zvuku teda plati: v= A . =328
m/s.

10 dB
0 dB
-10 dB

173Hz [345Hz |701Hz |1KHz [3KHz [8KHz

|Kurzur: 1422 Hz (F8) = -24 dB Epir':ka: 1412 Hz (F&)

| Spektrum x| |2048 | Exportovat.. |
[EETTT I ~ | |Log frelcvence -] zZavit |

Obr. 8.8 Frekven¢na analyza

Uloha 8-5:

Urcéte rychlost’ zvuku v tyéi di¥ky 37,2 cm a 110 cm a odhadnite, 7 akého materidlu sii tyce
vyrobené!
zdroj: tyé.avi, tyé.mp3, pre analyzu frekvencie zvuku pouZite program Audacity



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/39a_kundtova_trubica.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kundtova_trubica_1.mp3
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/39_kundtova_trubica.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kundtova_trubica.mp3
http://audacity.sourceforge.net/
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/40_tyc.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/tyc.mp3
http://audacity.sourceforge.net/
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RieSenie:

Tak, ako v predchadzajuco priklade, tak aj tu vyuZijeme program Audacity (ur¢enie
frekvencie zvukového vinenia) a vlastnosti chvejucich sa telies upevnenych v strede (uzol, na
konci ty¢i st kmitne), z Eoho vyplyva, e vinova dizka zvukovej vlny je rovna dvojnasobku
rozmeru ty¢e. Vyuzitim vztahu (8.15) dospejeme k hl'adanej hodnote.

8.6.1 Dopplerov efekt

Mnohi znds sa urCite stretli s htkajicou sanitkou, pripadne trabiacim autom
prechadzajucim okolo nés. UZ s detmi v primarnom vzdelavani moZno analyzovat’ dany jav,
pricom deti samotné prichadzaji na to, ze zvuk, ktory pocuju, nie je stale rovnaky, ale sa meni.
Ti, ktori dobre pocuvaju, aj pridu na to, ako sa meni, kedy ako pozorovatelia stojaci na chodniku
vnimame vys$$i a kedy nizsi zvuk. So Studentami mozno po realizacii frekvencnej analyzy
S vyuzitim programov (napr. Audacity) urcit, zvuk akych frekvencii vnimame, ked’ sa auto
k nam priblizuje a neskor sa od nas vzdal'uje.

Uloha 8-6:

Urcte, akou rychlost’ou sa pohybuje auto, ked’ rychlost’ zvuku vo vzduchu je priblizne 340
m/s.

zdroj: video 1, video 2, :auto_trubenie.mp3, doppler.mp3,

pre analyzu pouZite program Audacity

RieSenie:

Na Obr. 8.9 je znazornena frekvenéna analyza zvuku tribiaceho prichadzajuceho
a odchadzajuceho auta tou istou rychlostou. Z analyzy zvuku bolo uréené, ze zvuk
prichadzajuceho tribiaceho auta mé frekvenciu 427 Hz a odchadzajiaceho 400 Hz.

126Hz [253Hz [500Hz [1KHz |2KHz 126Hz |253Hz [500Hz [1KHz [2KHz

Kurzor: 428 Hz (A4)=-3dB  Spicka: 427 Hz (G#4) Kurzor: 402 Hz (G4)=-1dB  Spitka: 400 Hz (G4)

[Spekum ~| [T | et [Spekinum =] [0
|Hanningnknn j |Lngfrekvence j Zavfit |Hanningokno j |Logfrekvence

Exportovat..
Zavfit

=
=

Obr. 8.9 Frekven¢na analyza prichadzajiceho a odchadzajuceho trubiaceho auta

Vyuzitim znameho vzt'ahu pre Dopplerov efekt

fle—r=t—r (8.16)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/video_31a.flv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/video_31.flv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/auto_trubenie.mp3
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/doppler.mp3
http://audacity.sourceforge.net/

162 Fyzikdlna videoanalyza redalnych dejov

kde f” je frekvencia zvuku zaznamenana stojacim pozorovatel'om na chodniku a f je frekvencia,
ktort zaznamena Sofér v aute, mozno ur€it’ rychlost’ pohybujiceho sa trubiaceho auta v, ked’
rychlost’ zvuku vo vzduchu odhadneme pri beznych letnych teplotich na ¢ = 340 m.s™.
Analyzou videozdaznamu pohybujticeho sa trubiaceho auta sme zo znalosti frekvencii zvuku
tribiaceho priblizujuceho sa a odchadzajuceho auta (Obr. 8.9) a rieSenim dvoch rovnic (8.16)
(ked’ sa auto priblizuje, bude v rovnici (8.16) znamienko —, ked’ sa vzd’al'uje, bude znamienko
+), uréili, Ze auto sa pohybovalo rychlostou priblizne v = 41 km/h. Dal$ou analyzou v zimnych
mesiacoch sa mozno so Studentami dopracovat’ k tomu, Ze aj ked’ auto ide rovnakou rychlostou
ako v predchadzajucom pripade, je zaznamenana frekvencia zvuku triibiaceho auta o nieco ina,
¢o uz ale stvisi so zmenou rychlosti zvuku v zavislosti od teploty.

8.6.2 Frekvencna analyza zvukov zvierat

Okolo roku 1940 sa skupina vedcov rozhodla rozvijat metodu pre lepSie zviditeInenie a
pochopenie detailov re¢i. Oscilogramy boli uspesne pouzité pre stidium zvukov hmyzu, avsak
nie velmi uspesné pre komplexnejSiu frekvenént analyzu spevu vtakov a l'udskej reci. O
niekol’ko rokov sa zvukovy spektrogram reci stal zdkladnym nastrojom lingvistov. Pre
vizualizaciu zvukov sa zvyc€ajne vyuzivaju tri typy grafov. Tieto grafy st ilustrované na
nasledujucom Obr. 8.10, ktory pozostava z grafov a), b), c), ktoré predstavuju zaznam toho
ist¢tho zvuku zvierata. Prvy graf a) predstavuje fluktuaciu intenzity zvuku v Case — tvar
amplitady viny — oscilogram. X-ova os reprezentuje Cas, zatial' ¢o hlasitost’ je vyjadrena vo
vyske $picky nad alebo pod ¢asovou osou. Zvycajne y-ové os reprezentuje relativnu amplitadu.
Najhlasnejsi zvuk dosahuje maximalne zvySenie na grafe.

Dalsi graf (b) je nazyvany sonogram. Sonogram zahffia informaciu o vyske alebo
presnejSie o frekvencii zvuku. X-ova os reprezentuje Cas, y-ova frekvenciu, nizkofrekvencné
zvuky sa nachadzaju blizko zékladnej Ciary, vysokofrekvencéné zvuky su vysSie. Frekvencie
spevavych vtakov sa zvyc€ajne nachadzaju v rozmedzi 500 az 10 000 Hz. Vo frekvencne-
casovom grafe informdacia o amplitiide je zndzornend tmavou farbou v stupiioch sivej, pri¢om
¢ierna odraza frekvencie s najvys$Simi amplitidami. Tieto stupne sivej Casto zanikaju pri tlaci,
pricom st nahradené ¢ierno-bielou verziou. Preto vo viacerych pocitaéovych programoch su
stupne sivej nahradené farebnou Skalou.

Ak by sme jednotlivé harmonické zlozky znazornili radou zvislych tseciek, ktorych
vodorovné vzdialenosti by udavali kmitocty a ktorych velkosti by boli imerné amplitidam,
dostali by sme tzv. frekvencné spektrum. Treti graf (c) predstavuje spektrogram, ktory
znazoriiuje amplitadu versus frekvencia, bud’ pre cely zaznamenany zvuk alebo len pre
oznaceny segment zvuku. Neperiodické deje sa vyznacuju tym, ze spektralne Ciary vypliuju
spojite bud'to cely frekvencny obor alebo len niektoré jeho cCasti. Ziskané spektrum, ktoré
¢iselne udava amplitiidu pripadajiucu na frekvenéné pasmo o Sirke 1 Hz vyjadruje spektralnu
hustotu amplitad spojitého frekvencného spektra.
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Obr. 8.10 Drozd ¢ierny (Turdus merula, Kos ¢erny, Eurasian Blackbird). Oscilogram (a),
sonogram (b) a spektrogram (c) zvukového zaznamu, pomocou ktorého bola urcena ako
dominantna frekvencia 2045 Hz.
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9. Deformacia tuhého telesa

Pod mechanickymi vlastnost’ami tuhych latok rozumieme také vlastnosti, ktoré sivisia
so zmenou tvaru telesa, jeho objemom pod ucinkom vonkajsich sil. Tieto zmeny nazyvame
deformaciou. Ked’ pevné teleso nadobudne pdvodny tvar po pdsobeni vonkajsich sil, hovorime
0 pruznej (elastickej) deformadcii (napr. napriklad skratenie pruziny v pere), kedy je deformacia
docasna. Pri tvdrnej (plastickej) deformadcii nastane trvald zmena telesa (napr. pri valcovani
alebo kovani kovového predmetu).

Z mikroskopického hladiska je deformécia tuhého telesa vysledkom zmien
VO vzdjomnom rozlozeni Castic tvoriacich teleso u¢inkom vonkajsich sil.

Pozname pét’ jednoduchych deformacii (Obr. 9.1): #ahom, tlakom, ohybom, Smykom a
krutenim. Deformdcia ahom vznikne, ked’ na teleso budu pdsobit’ dve rovnako vel’ké opacne
orientované sily smerom von z telesa (Obr. 9.1b) (napr. zavesné lano vytahu). Ak sily budu
smerovat’ dovnutra telesa, hovorime o deformadcii tlakom (Obr. 9.1¢) (napr. deformacia pilierov
a podpier). Deformacia ohybom nastane napr. na nosniku podopretom na oboch koncoch, ak
nafi posobi sila kolma na jeho pozdiznu os simernosti (Obr. 9.1d). Dolné vrstvy nosnika budi
deformované tahom, horné tlakom. Pri deformdcii Smykom budu sily posobit’ na hornu a dolnu
podstavu a v rovinach podstav (Obr. 9.1e). Sily spdsobia posunutie jednotlivych vrstiev — Smyk,
pricom sa ich vzdialenost’ nezmeni (napr. deformécia nitu alebo skrutky). Ked’ na koncoch tyce
bud posobit’ dve silové dvojice, pri€om ich momenty budi rovnako vel’ké ale opa¢ného smeru,
vznikne deformdcia krutenim (Obr. 9.1f) (napr. deformacia vrtakov). V technickej praxi sa
vSak CastejSie vyskytuju deformacie zlozené =z niekolkych jednoduchych deformaécii.
Krystalické materialy, Specidlne monokryStaly st vzhl'adom k deformaécii tlakom alebo tahom
zva¢Sa anizotropné, polykryStalické materidly s ndhodnou distribuciou monokryStalov
prejavuju izotropné vlastnosti. Teleso vystavené tlaku zo vSetkych stran bude deformované
vSestrannym tlakom (Obr. 9.1Q).

a) b) 7 c) d)
a a, - Aa

R

NS

Obr. 9.1 Deformacia telesa. a) nedeformovany valec, b) deformacia valca t'ahom, c)
tlakom, d) deformacia kovovej dosky ohybom, e) deformécia valca Smykom, f)
krutenim, g) deformacia vSestrannym tlakom
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9.1 Hookov zdkon a krivka deformdcie

Pri pruzne deformovanom pevnom telese budu na plochu 'ubovol'ného priecneho rezu
pdsobit’ z oboch stran sily pruznosti. V telese pri deformacii vznikne stav napétosti, ktory
charakterizujeme pomocou veliCiny normdlové napiitie on definované vztahom

Fy (9.1)

kde Fp je velkost sily pruznosti pésobiacej kolmo na plochu prierezu s obsahom S. Jednotkou
normalového napétia je pascal (Pa). Deformujuce sily spdsobia zmenu rozmerov
deformovaného telesa. Ak napriklad pri deformacii tahom sa ty¢ povodnej dizky lo prediZi na
dizku 1, zmenu dizky ty&e charakterizuje veli¢ina

Al=1-1,, 9.2)

ktoru nazyvame predlZenie. V praxi sa CastejSie pouziva pomerné (relativne) predlZenie ¢
definované vzt'ahom

LA (9.3)

Za pomoci trhacieho stroja a skiiSobnej tyCe sa v praxi experimentélne sleduje zavislost’
normalového napitia od pomerného predizenia, pri¢om zaznamenany graf funkcie on = f(¢) sa
nazyva krivka deformdcie. Na Obr. 9.2 je znazornena krivka deformacie skuSobnej tyce z
makkej ocele. Na zaciatku (oblast’ pruznej (elastickej) deformacie — 1) je normélové napitie
priamo timerné deformacii (pomernému predizeniu). Tento poznatok objavil v roku 1676
anglicky fyzik Robert Hooke (1635 — 1702), preto sa nazyva Hookov zdkon: V oblasti linedrnej
deformacie je deformdcia pruznych telies priamoumernd posobiacim silam.

o. =E¢. (9.4)

n

kde konstanta imernosti E je modul pruznosti (tiez nazyvany Youngov modul), ktorého rozmer
je rovnaky, ako rozmer normélového napitia a udava sa v N - m? (pripadne v Pa) (napr. pre
ocel’ E = 220.10° Pa). Bod 1 na krivke deformécie sa nazyva medzou simernosti o1. Hookov
zékon teda plati len pre normalové napitia, kedy on < o1. Cast’ krivky, 1-2 zodpoveda
dopruZovaniu. Ked na deformované teleso prestanu poOsobit’ vonkajSie sily, deformécia
nezanikne hned’, ale az po istom Case. Napr. ak zat'aZime na isty ¢as gumentl hadicu a nasledne
odstranime zat'az, hadica sa skrati na dizku o nie¢o vigsiu, ako bola jej povodna dizka a aZ po
istom Case deformécia zmizne. DopruZovanie vSak nastane iba v telesach, v ktorych nebolo
vyvolané vicsie normalové napétie ako medza pruznosti o> (bod 2). Pre niektoré latky je medza
umernosti a pruznosti rovnako vel’ké. V technickej praxi sa pod medzou pruznosti rozumie také
napitie, pri ktorom zostava trvalé prediZenie mensie ako 0,01 az 0,003 % pdvodnej dizky. V
tomto rozsahu je vicsina technicky ddlezitych materialov pruzna, zvlast ocel. Medza pruznosti
ohranicuje oblast’ pruznych deformacii. Pri vysSSich napitiach nezmizne deformécia po
odstraneni deforma¢ného napétia tiplne, o sa prejavi ako zvyskova deformacia. Teleso sa teda
bude deformovat’ nepruzne (plasticky) a dojde k trvalej deformécii telesa. Oblast’ plasticke;j
deformécie predstavuje Cast’ 2-3 krivky deformdcie. Napétie o3, pri ktorom nastava nahle
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predizenie materialu, sa vola medza kizu (medza priet'anosti). Potiatocny tisek 3-4 zodpoveda
teCeniu materidalu, kedy pri malej zmene normalového napétia dochadza k velkej zmene
relativneho prediZenia, pripadne k narastu deformécie dochadza aj bez zmeny napétia. Na konci
tohto useku dochadza k znacnej zmene fyzikdlnych vlastnosti deformovaného telesa a k
spevneniu materialu, ktoré kon¢i dosiahnutim medze pevnosti os. Prekrocenim medze pevnosti
sa sudrznost’ materidlu porusi, pricom sa ty¢ pretrhne (pre ocel’ je medza pevnosti 350 — 800
MPa).

Znalost’ medze pruznosti a pevnosti ma dolezity vyznam pri vybere materialov pre
stavby a konstrukcie. Latka je pruznd, ked’ pri velkom relativnom prediZeni je vyvolané
normalové napitie mensie, ako je medza pruznosti (napr. ocel’ je pruzna do relativneho
prediZenia & = 1%). Ak sa bude medza pruznosti priblizovat’ medzi pevnosti, potom material
patri medzi krehké latky (napr. sklo, porcelan, mramor, liatina, ktoré sa pretrhne pri € = 0,45%).

o [Pa]

L B s : [ulyy
3 i

0y | = |

=72 R i |

O b | oblast trvalgj deformacie

N
oblast lineamej |
deformacie

0

&

Obr. 9.2 Krivka deformacie tyce z ocele. Cast’ grafu leZiaca v sivom obdiZniku
predstavuje oblast’ linearnej deformacie — platnosti Hookovho zakona. Medzou
pruZznosti 62 kon¢i oblast’ pruznych deformacii a zacina oblast’ plastickych deformacii,
ktora konc¢i medzu pevnosti 64, kedy dochadza k poruseniu celistvosti materialu.

Pri posobeni tahom na ty¢ dochadza popri jej predlzeniu v smere pdsobiace] sily
a sucasne aj k zmenSeniu jej priecneho rezu. Pre pomerné (relativne) priecne skrdtenie

aO a'0

kde ap je jej priecny rozmer pred deformaciou a a je po deformacii (Obr. 9.1b), plati

1 _ o (9.6)
m

kde m je Poissonova konstanta a jej prevratena hodnota sa nazyva Poissonovo Cislo (pomer)

U=

i1_7 9.7)
m E
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ktor¢ charakterizuje pomer prie¢neho skratenia k pozdiznemu predizeniu. Ty¢ kruhového
prierezu o rozmere ap a povodnej dlzke lo deformovana tahom nadobudne nové rozmery a a |,
pre ktoré zo vztahov (9.2), (9.3) a (9.5) plati

21 () |0[1+%j, (9.8)

Predchadzajuce vztahy, ktoré boli popisané pri namahani ty¢e tahom platia aj pre namahanie
tlakom (predpokladame ale ty¢ dostatocne kratku), priCom veli¢iny on, € & # maji zaporné
&iselné hodnoty, Gize ty¢ sa tlakom v smere diZky skracuje a v prieénom smere predlZuje.
Podl'a posobenia vonkajsej sily mozno deformacie rozdelit do dvoch zakladnych
skupin. Pésobiacu silu mozno rozdelit’ na zlozku, ktora posobi kolmo na povrch a na zlozku
rovnobeznu s povrchom telesa. Kolma zlozka spdsobuje deformaciu telesa, ktora sa prejavuje
rozsirenim alebo stlacenim telesa (deformdcia normdalovym napditim). Druhd zlozka sily, ktoré
pOsobi rovnobezne s povrchom telesa sposobuje posunutie (deformdcia Smykovym napiitim).

Tahova skuska

90

—a— buk rad mokré

—— buk suché

javor rad

—— jarabina tan
mokra
—+—jarabina tan

—— jarabina rad

Napaétie o [MPa]

smrek rad

—e— borovica rad

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Deformacia ¢

Obr. 9.3 Napit'ovo-deformacny diagram — tahové skusky pre drevené vzorky

Nasledujuci Obr. 9.3 znazornuje posobenie deformacnych tahovych sil na rézne materialy
(drevo — ihli¢naté, listnaté, suché, mokré, rad — v radialnom smere, tan — V tangencialnom
smere). Analyza fyzikalnych veli¢in spojenych s deformaciou telesa poukazuje na rozdiely
vV spravani sa jednotlivych materialov. Déta boli namerané na SjF ZU v Ziline.
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9.2 Deformacia Smykom

Ak sa jednotlivé vrstvy namahaného materidlu buda postuvat’ po sebe bez toho, Zeby sa
menila ich vzajomna kolma vzdialenost’, hovorime o deformdcii Smykom. Takato deformécia
nastane, ked’ napr. na hranol dostatocne malej vysky (aby nenastal ohyb) bude posobit’

dotyénicova sila F, (Obr. 9.4).

Ax —>
£,

U
T /

Obr. 9.4 Deformacia Smykom

Vplyvom tejto sily dojde pri hranole o ploche podstavy S a hribke d k posunutiu hornej steny
voci spodnej podstave o hodnotu Ax. Podl'a Hookovho zakona bude tato deformacia imerna
posobiacej sile. Je zrejmé, ze velkost’ posunu Ax pri stalej posobiacej sile bude umerna hrabke
hranolu d, pretoze doty¢nicové sily medzi jednotlivymi vrstvami musia byt rovnako vel’ké, ked’
nastane rovnovaha a vrstvy budi v pokoji. Preto je posunutie medzi dvoma susednymi vrstvami
Vv celom hranole rovnaké a posun hornej vrstvy je timerny vzdialenosti od pevnej podstavy.

Posobenim tangencialnej sily E’ na hornu stenu hranola o ploche S vznikne $mykové napiitie

F (9.9)

Vplyvom posobiacej sily sa dizky jednotlivych strdn hranola nemenia, dojde viak
k skoseniu y (natoceniu o uhol y niekedy oznaované aj pomerné posunutie)

AX
y=2, (9.10)

pretoze pre malé uhly plati g y = y = Ax/d. Hookov zdkon pre Smyk potom nadobuda tvar
1 (9.11)
y = kr:Er alebo 7=Gy,

kde G je modul pruznosti v Smyku (niekedy nazyvany aj modul tuhosti pripadne Coulombov
modul) ajeho rozmer je taky isty ako pri ostatnych moduloch, ¢ize N - m?2 (Pa).
Z predchadzajticej rovnice vyplyva (Hookov zdkon pre Smyk):

Smykové napiitie je priamotimerné skoseniu, pricom konstantou timernosti je modul
pruinosti v Smyku.

Z teérie pruznosti, ktord skuma deformdciu bez prihliadnutia na molekulové procesy
prebichajice v telese vyplyva vztah medzi modulom pruznosti v tahu E, modulom pruznosti
v Smyku G a Poissonovym ¢islom u (pripadne Poissonovou konstantou m)
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G__FE mE (9.12)

S 20+pu) 2m+1)

Ked'Ze u pruznych telies ma Poissonovo ¢islo vel’kost’ 0 < u < ; , Z predchadzajtiiceho vztahu

vSeobecne pre modul pruznosti v Smyku plati

E<G<E. (9.13)
3 2

Uloha 9-1:

Odhadnite, akou silou a tlakom pésobi kdlac pri idere na plechovku?
(dlZka meradla: 0,3 m, hmotnost’ kdlaca: 4,1 kg, rozmery dotykovej ¢asti plechovice: d = 52
mm, firekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: kalac.avi
RieSenie:

Vyuzitim parametrov kalac¢a a plechovice (hmotnost’ a dotykova plocha) dokazeme urcit
posobiacu silu na plochu, a tym aj nasledne aj tlak. Nasledujtci (Obr. 9.5) ponuka viaceré
moznosti, ako ur¢it’ maximalnu posobiacu silu vyuzijac II. Newtonov pohybovy zakon, bud’
pomocou zrychlenia alebo hybnosti. Vel'kost’ maximalnej pdsobiacej sily vyuzitim programu
Tracker bola vypocitana F = 1643 N, vel’kost’ maximalneho tlaku na povrch plechovice bola p
=6,67.10° Pa.
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Obr. 9.5 Deformacia telesa
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10. Modelovanie realnych dejov v programe Tracker

Program Tracker umoziuje taktiez modelovat’ dany dej vyuzitim analytického modelu
(uréenie rovnic pre x(t) ay(t)) alebo dynamického (rovnice Fx, Fy). Po kliknuti na polozku
Vytvorit sa nam otvori okno, kde moézeme vybrat Analyticky casticovy model, pripadne
Dynamicky casticovy model. To je pre Studentov prilezitost’ overit’ si, do akej miery ich
predstava o prebichajucom deji zodpoveda skutocnosti. Takto mozno korigovat mylné
predstavy o tom, Ze lopta sa v Smere X-ovej osi pohybuje preto, lebo na fiu pdsobi konstantna
sila. Ako mozno vidiet' z dynamického modelu deja po kopnuti do lopty (noha uz nie je
v kontakte s loptou) (Obr. 10.1), uvazovali sme o nulovej sile v smere osi x (ak samozrejme
zanedbavame vplyv odporu prostredia a zlozku tiaZzovej sily v smere osi x v takto zvolenej
stistave, ktora ma predsa len nejaka hodnotu (po prepocte velkost’ vychadza Fx = 0,020 N)).

1 # Model Builder -~

Kontrola sto... | 25 — —¢I I
a8 oo Model:] A model | spustit|1 235‘:]‘ Ukonéit"1261'z"
| A model O lopta |
L i Parameters
I Add H Copy H Cut H Paste ‘
Name Expression
m 0,421
a 9,81
uhol 15,9%pil180
Initial Values
Name Expression
t 8,325E-3
X 0,003
y 0,0
VX 23,26
vy 1,0
' Funkcie sily
|
| Add H Copy H Cut ” Paste ‘
[ Name Expression
[fx 0.0
it_y -m*g*cos(uhol)

Obr. 10.1 Dynamické modelovanie deja (A - model, O — realny dej)

Pri tvorbe dynamického modelu (Obr. 10.1) je nutné na zaciatku zadat" konstanty
a parametre (m, g a pod.) a pociatocné hodnoty pre polohu a rychlost’ v smere osi X, y. V tomto
pripade st dané hodnoty taktiez individualne a zavisia od pociato€ného navolenia stiradnicovej
sustavy. Pokial’ model odpoveda jednotlivym poloham hmotného bodu v ¢asovych intervaloch,
je dost’ vel'ka pravdepodobnost’, ze dané funkcia spravne popisuje dany dej. Odporuca sa vSak
vykonat’ rozmerovu analyzu, aby dané rovnice mali rozmer sily. (Teoreticky je mozné aj
nespravnou rovnicou vizualne spravne popisat’ dany dej.)

2 k gr=a % ":f AT [ : 1; Spustit|259 Ukonén’@E‘

1 Add H Copy H Cut H Paste ‘
: Name Expression
41 Im 0,421
41 9 -9,81
|| [0 22,0
B T RIS S ]| w0 756
S | itiat values
‘ Al Name [ Expression |
] :t l0.001 |I
& Il Funkcie polony
! Add H Copy H Cut H Paste ‘
E Name Expression
— e Al x vx0*t
= S = 1l WOt 2 g2

Obr. 10.2 Analytické modéi(;x;aliie.deja (A‘- model, O — realny dej)
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Zmenou parametrov mozno sledovat, ako sa meni modelovany dej oproti redlnemu,
pripadne, o by sa dialo, ak by sa zmenila posobiaca sila, €i by priebeh deja ovplyvnilo zaratanie
odporu vzduchu.

Na Obr. 10.2 je prezentovany vytvoreny analyticky model (pomocou rovnic pre pohyb
V smere 0si X aY) ingj situacie a jeho porovnanie s realnou situaciou pri odkope futbalovej lopty.
Taktiez je potrebné v ivode zadat’ parametre (a ich hodnoty), ktoré sa vyskytni pri popise
polohy v smere osi x ay. Tiez aj v tomto pripade odpori¢ame vykonat’ rozmerova analyzu.
Z navrhovaného analytického modelu vyplyva, ze v smere 0si X kona lopta pohyb rovnomerny
(ak zanedbavame vplyv odporu prostredia, v ktorom sa teleso pohybuje) s pociato¢nou
rychlostou Vxo = 22 m/s a v smere 0si y je dany pohyb modelovany ako rovnomerne spomaleny
S pociato¢nou rychlostou Vyo = 7,6 m/s. Ak teraz hl'adame odpoved’ na otazku, aku poc¢iato¢na
rychlost’ mala lopta v ¢ase kopu, je eSte potrebné vyuzit' poznatky z vektorového poctu. Po
kratkom vypocte by sme sa dopracovali k hodnote v = 23,28 m/s, ¢o je podobné, ako pri videu
na Obr. 10.1.

V predchédzajucich pripadoch bolo mozné zanedbat’ odpor vzduchu. Avsak niekedy sa
stretneme s pripadmi, kedy to mozné nie je. V realnom pripade musime uvazovat’ aj 0 odpore
vzduchu, ktory je spdsobeny virovym obtekanim vzduchu okolo lopty, aj ked’ to nie su vel'ké
rychlosti. Vel'kost’ odporove;j sily je dand vzt'ahom:

F, = % CSpV? (10.1)

kde S je celny prierez telesa (vzhladom k smeru jeho rychlosti), p je hustota prostredia, v je
rychlost’ a C je tzv. koeficient aerodynamického odporu. Obtekanie telesa pri turbulentnom
prudeni je vel'mi komplikovany problém, hodnotu koeficientu odporu zlozitejsieho tvaru C je
preto potrebné urCovat’ experimentélne v tzv. veternom tuneli. NajCastejSie pouzivané tvary su
zakreslené na Obr. 10.3 spolu aj s odpovedajucimi koeficientmi odporu.

Cd=1,1 S Cd=0,34

Cd=1.4 /4-\‘ \\

Cé=045

Obr. 10.3 Velkost’ koeficientu odporu pre rozne tvary telies
[http://cs.autolexicon.net/articles/aerodynamika/]
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Na nasledujucom obrazku Obr. 10.4 je znazornend analyza pohybu dvoch volne
pustenych gul’6¢ok a porovnanie smodelmi — viskoznym a odporovym, prvy savisi
so Stokesovou silou (6.28) a druhy s odporovou silou (10.1), ktora sa vyuziva aj pri pohybe
telies vysokymi rychlost’ami.

Tak, ako aj v predchadzajucich pripadoch, je potrebné v dynamickom modeli
nadefinovat’ parametre — hmotnost’ gul'ocky, tiazové zrychlenie, polomer/priemer gul'ocky,
koeficient dynamickej viskozity vzduchu, hustotu vzduchu, koeficient odporu a pod. Zadat’ tiez
treba pociato¢né hodnoty polohy a rychlosti v jednotlivych smeroch (zavisia na pociato¢nej
vol'be vztaznej sistavy) a nakoniec vztahy pre posobiace sily v jednotlivych smeroch.
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Obr. 10.4 Analyza a modelovanie pohybu pre lny pad dvoch gul6¢ok
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Ij’_"} Model Builder: Dynamic Particle (Cartesian) | £ |
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Obr. 10.6 Dynamicky model pre odrazajucu sa gul’6¢ku

Na Obr. 10.5 a Obr. 10.6 je znazornené modelovanie a popis samotného modelu
charakterizujiiceho odrazy gul'ocky. Na to, aby sme vytvorili model, ktory v dostato¢nej miere
bude popisovat’ skutocny priebeh deja, je potrebné spravne analyzovat’ dej — 0 aky pohyb sa
jedné a zakomponovat’ podmienku (if), ktora hovori, Ze pri istej fyzikalnej veli¢ine nastane
zmena. Konkrétne v tomto pripade (zavisi na volbe suradnicovej sustavy) — ak lopticka
dosiahne vychylku mensiu ako 0,01 m, nech posobi navyse na lopticku v opacnom smere sila
Fo, ktora je inak nulova. Ked’Ze sa pri odrazoch lopti¢ky ¢ast’ energie nevratne premiena na iné
formy energie, je aj to potrebné zakomponovat’ do charakteristiky sily Fo, ktora sa po kazdom
odraze zmens$i. Pokial’ je rychlost’ lopticky zéporna (lopticka padd), sila FO ma pociato¢nu
hodnotu F (vieme urcit’ zo zmeny hybnosti v ¢ase) a po odraze nech sa tato sila zmeni 0 istu
hodnotu stvisiacu so stratami energie a tlmenim (koeficient ko).

Na nasledujtcich Obr. 10.7 a Obr. 10.8 je znazornena analyza a modelovanie pohybu
vozika po naklonenej rovine po niekol’kondsobnych odrazoch. Porovnanie pohybu vozika —
realneho deja (Cervena farba) a modelovaného deja (modra farba) naznacuje, do akej miery sa
podarilo stotoznit namodelovany dej s redlnym dejom. V tomto pripade je do pohybu
zakomponovany aj odpor prostredia pri pohybe vozika (odporova sila ft), ktora sa meni
Vv zavislosti na smere pohybu vozika. Pri naraze vozika na pruzinu posobi sila pruznosti,
ktora zavisi od velkosti stlacenia danej pruziny.

Obr. 10.9 a Obr. 10.10 znazorfiuji analyzu a modelovanie ttmeného kmitavého pohybu
prostrednictvom analytického a dynamického modelu.
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Obr. 10.7 Analyza pohybu a odrazov vozika
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Obr. 10.8 Dynamicky model pohybu a odrazov vozika
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Obr. 10.10 Analyticky a dynamicky model timeného kmitavého pohybu

Vizudlne porovnanie modelu s redlnym dejom nam ukdze, do akej miery sme sa
dokazali priblizit' skutoCnosti. Je vSak treba pamétat’ aj na to, ze matematickymi vztahmi
dokazeme popisat’ ¢okol'vek, o vSak nemusi mat’ spravnu fyzikélnu interpretaciu. Preto je
potrebné naucit’ sa spravne charakterizovat’ elementarne fyzikalne deje a vediet ich aj exaktne
matematicky popisat’.
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Dal$ou z uZito&nych vlastnosti programu Tracker je zmena parametrov vystupujiicich v
modeli pre skiimanie vlastnosti sustavy, t.j. ¢o by sa zmenilo, keby sa zmenili parametre
systému. Napriklad pri zvislom vrhu nahor (Obr. 4.6): Zmenilo by sa nie¢o, keby vzduchom
letela lopta hmotnosti nie 290 gramov ale 20 kilogramov? Pripadne, ¢o by sa zmenilo, ak by

sme dant loptu vyhadzovali tou istou pociatocnou rychlost'ou na Mesiaci?
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" Obr. 10.12 Analyticky a dynamicky model pre vrh 20 kg lopty na Zemi a 290g na -

Mesiaci
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Nasledujuci obrazok (Obr. 10.11) znazoriiuje analyzu pohybu vyhodenej lopty (modra gul'a)
a porovnanie so situaciou, keby rovnakou pociato¢nou rychlost'ou letela 20 kilogramova gul’a
na Zemi (Cervena gul’a) a rovnako tazkéa gul’a na Mesiaci (zelena gul’a). Ako si mozno v§imnut’
Z casovych zavislosti rychlosti Vo zvislom smere, hmotnost’ lopty neovplyvni jej pohyb na Zemi
pri danej pociatoc¢nej rychlosti. Ak by sme vSak loptu rovnakou pociatocnou rychlostou
vyhodili na Mesiaci, jej casova zmena vysky by bola odlisna v porovnani s pohybom na Zemi.
V case 1,5 sekundy je uz lopta pri povrchu Zeme, na Mesiaci by pokracovala v rovnomerne
spomalenom pohybe smerom nahor (v ¢ase 1,5 s by mala rychlost’ 4 m/s).
Obdobnu analyzu mozno pouzit’ aj pri analyze brzdnych dréh automobilov.

Uloha 10-1:

Na akej drihe aza aky &as zabrzdi automobil (Mazda 3, Citroen C6, Skoda Felicia)
pri pociatocnej rychlosti 91 km/h, ak vodi¢ brzdi maximdlnym zosliapnutim brzdového
pedalu a to tak, aby auto neslo do Smyku?

(frekvencia snimkov = 30 fps )

zdroj: Citroen.wmv , Mazda3.wmv, felicia_mokro.avi

o v . .
Riesenie:
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Obr. 10.13 Analyza brzdnych drah: Mazda3 a porovnanie s modelom Citroen C6
a Skoda Felicia

Ako si mozno v§imnut' z Obr. 10.13, model pre Mazdu 3 (modra farba) odpoveda
hmotnému bodu, ktory zastupuje vySetrované auto (Cervena farba). Ak v§ak vyuzijeme brzdné
spomalenia, ktoré boli ziskané videoanalyzou d’al$ich automobilov (pre C6 bolo maximélne
spomalenie a = 9,7 m/s? a pre Feliciu a = 4,5 m/s?) zistime, ze kym C6 uz je v pokoji (¢ierna
farba), Mazda3 ma rychlost’ okolo 5 m/s a Felicia (zelena farba) viac ako 13 m/s. Kym C6
zastavi za Cas 2,67s, Mazde 3 to bude trvat’ 3,33s a Skoda Felicia zastavi po takmer 5,8s.
(Urcenie brzdnej drahy ponechdvame na samotnom citatel'ovi.) (Je potrebné eSte pripomenut’,
ze dané parametre ovplyviiuje povrch vozovky a samotné pneumatiky aut, predchadzajiica
analyza bola prevedend pri brzdeni na suchej vozovke, pri brzdeni na mokrej a zasnezZene;j
vozovke ako aj pri brzdeni Smykom (auta bez ABS) sa ¢asy brzdenia a sti¢asne aj brzdné drahy
aut predlzuja.)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/citroen.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/mazda3.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/felicia_mokro.avi
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Dodatky

Dodatok A: Medzindrodnad sustava jednotiek SI

Medzinarodnu sustavu jednotiek SI zahfna:
- sedem zakladnych jednotiek, ktoré zodpovedaji siedmim zédkladnym veli¢indm

Tab. 0.1 Zakladné veli¢iny a ich jednotky

Zakladna veli¢ina Znacka veli¢iny | Zakladna jednotka Znacka jednotky
dizka I meter m
hmotnost’ m Kilogram kg

¢as t sekunda S
elektricky prad | ampér A
termodynamicka teplota T kelvin K
latkové mnozstvo n mol mol
svietivost’ I kandela cd

Definicie zdkladnych jednotiek:

e Sekunda (S) predstavuje ¢asovy interval zodpovedajuci 9 192 631 770 periodam kmitov
ziarenia, ktoré vznika pri prechode medzi dvoma hyperjemnymi hladinami zakladného
stavu atomu 3Cs (13. CGPM, 1967).

e Meter (m) je vzdialenost, ktort prejde svetlo vo vakuu za ¢asovy interval 1/299 792 458
sekundy (17. CGPM, 1983).

e Kilogram (kg) je hmotnost platino-iridiového valca (medzinarodného prototypu
kilogramu) ulozeného v Sévres. (3. CGPM, 1901) Tento standard je platny od 1.
konferencie CGPM od r. 1889.

o Ampér (A) je staly elektricky prad pretekajuci dvoma priamymi rovnobeznymi nekonec¢ne
dlhymi vodi¢mi zanedbatel'ného kruhového prierezu umiestnenymi vo vakuu vo vzajomnej
vzdialenosti 1 meter, ktory vytvara medzi tymito vodi¢mi silu 2 x 1077 newtona na 1 meter
dizky vodica (9. CGPM, 1948).

e Kelvin (K) je 1/273,16 cast’ termodynamickej teploty trojného bodu vody (13. CGPM,
1967).

e Kandela (cd) je svietivost zdroja, ktory v danom smere emituje monochromatické ziarenie
s frekvenciou 540 x 102 Hz a ktorého ziarivost’ v tomto smere je 1/683 wattov na steradian
(16. CGPM, 1979).

e Mol (mol) je latkove mnozstvo ststavy, ktora obsahuje prave tol’ko elementarnych entit
(atémov, molekul, i6nov, inych &astic), kol’ko je atomov v 0,012 kg izotopu uhlika 2C (14.
CGPM, 1971). V 0,012 kg izotopu uhlika *2C sa nachadza 6,02214199 x 102 atomov.
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odvodené jednotky Sl vratane doplnkovych jednotiek Sl

Tab. 0.2 niektoré odvodené jednotky vratane doplnkovych

Odvodena veli¢ina jednotka Nazov jednotky

plosny obsah m? Stvorcovy meter

objem m3 kubicky meter

rychlost’ m/s meter za sekundu

uhlova rychlost rad / s alebo s! radidn za sekundu

zrychlenie m/ s? meter za sekundu na druhu

hustota kg /m3 kilogram na kubicky meter

Specificky objem m3/ kg kubicky meter na kilogram

hustota el. pradu A-m? ampér na Stvorcovy meter

koncentracia latky mol / m? mol na kubicky meter

tlak Pa=kg -m?'-s? pascal

energia J=Kkg - m?-s? joule

vykon W=kg -m?-s3 watt

sila N=Kkg-m-s? newton

elektricky naboj C=A"s coulomb

svetelny tok Im=cd - sr lumen

osvetlenie Ix = Im/m? lux

rovinny uhol rad radian

priestorovy uhol sr steradidn
- predpony Sl

Tab. 0.3 Nasobky jednotiek

Nazov Znacka Nasobok Faktor
yotta Y 1 000 000 000 000 000 000 000 000 10%
dzéta z 1 000 000 000 000 000 000 000 10%
exa E 1 000 000 000 000 000 000 108
peta P 1 000 000 000 000 000 101
tera T 1 000 000 000 000 102
giga G 1 000 000 000 10°
mega M 1 000 000 108
kilo k 1 000 103
hekto h 100 10?
deka da 10 10!
deci d 0,1 10
centi c 0,01 10
mili m 0,001 103
mikro m 0,000 001 10°®
nano n 0,000 000 001 10°°
piko p 0,000 000 000 001 1012
femto f 0,000 000 000 000 001 10
atto a 0,000 000 000 000 000 001 1018
zepto z 0,000 000 000 000 000 000 001 10
yokto y 0,000 000 000 000 000 000 000 001 10%
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- jednotky mimo sustavy SI uznané a pouzivané spolu s SI

Tab. 0.4 Niektoré z d’alSich jednotiek mimo SI, ktoré si akceptované a pouZivané s SI

Veli¢ina Nézov Znacka | Vztah k jednotkam SI

¢as mintta min 60 s

hodina h 3600 s

den d 86400 s

rovinny uhol stupenl ’ (/180) rad

minata (1/10800) rad

sekunda (n/648000) rad

dizka astronomicka jednotka AU | 1,4959787.10" m

parsek pc 30,85678 . 10 m

svetelny rok ly 9,460730 .10 m

teplota Celziov stupen °C T=(t+273,15) K

plosny obsah hektar ha 10 m?

ar a 102 m?

objem liter I 10°m3

hmotnost’ tona t 10%kg

atdbmova hmotnostna jednotka u 1,660 54 . 107" kg

opticka dioptria D 1m?
mohutnost’

energia elektronvolt eV 1,602 177 . 1071

Systém SI nie je staticky, vyvija sa tak, aby spiiial neustale zvysujuce sa poziadavky na meranie.
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Dodatok B: Operacie s vektormi

Vektorové fyzikalne veli¢iny - vektory (z lat. vektor - nosi¢, jazdec) st jednoznacne
uréené velkostou (Ciselnou hodnotou a jednotkou) a smerom. Medzi vektorové fyzikalne

veli¢iny patri napr. sila F, moment sily M, rychlost’ ¥ a iné.

Vektory a’a b siv trojrozmernom Euklidovom stiradnicovom systéme (systém troch
navzajom kolmych osi v priestore pretinajicich sa v jednom bode) definované pomocou zloziek
a =[ax, ay, a7] a b = [bx, by, bz] @ mozno ich zapisat’ ako linearnu kombinaciu jednotkovych
vektorov 7, 7’ k.

2K (0.1)

pri¢om velkost’ vektora @’ = [ay, ay, a;] je definovana

|§|:a=\/axz+ay2 +a,”, 0.2)
takze pre jednotkové vektory T, T, k plati
=1 03

Vysledkom skaldrneho sucinu vektorov a’ = [ax, ay, a;] a b = [bx, by, b;] je hodnota, ktora
dostaneme ako stcin absolutnych hodndt vektorov a kosinusu uhla, ktory zvieraju

a - b=[ablcosar. 04)

Skalarny su¢in dvoch vektorov @ = [ax, ay, az] a b = [bx by, bz] mozno taktiez vyjadrit
nasledujtco (vysledkom je ¢islo)

da- b=ab +ab, +ab,. 05)
Uhol dvoch vektorov @ ab’ je zo vztahu (0.4) definovany nasledovne
cosa =2 P (0.6)
b

Vysledkom vektorového sucinu dvoch vektorov a” = [ay, ay, a;] a b = [bx, by, b] je vektor ¢’
Symbolicky sa vektorovy sucin zapise
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i j ok
ix b=C= a, a, a, 0.7)
b, b, b,
Pre velkost’ vektorového sicinu dvoch vektorov a = [ax, ay, a;] a b = [bx, by, b;] plati
c|=|a x b|=[a]p[sine. 0.8)

Vysledny vektor € je kolmy na rovinu urdent vektormi @ a b . Vektor ¢ md taky smer, Ze
Z jeho konca sa stotoznenie prvého vektora stcinu s druhym vektorom po kratSom obluku javi
ako pohyb proti chodu hodinovych ruci¢iek. Praktickejsi spdsob pre uréenie smeru je definicia
pomocou pravidla pravej ruky, podl'a ktorej vektor ¢ smeruje na ti stranu roviny, na ktora
ukazuje vztyceny palec, ak zahnuté prsty pravej ruky smeruju po kratSom obliku od prvého
vektora k druhému.
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Dodatok C: Goniometrické funkcie

y
o
X
Sinazl,
r
X
CoSar =—,
r
tgazl,
X
X
cotga = — .
y

Vztahy medzi goniometrickymi funkciami:
sin‘at+cos?a =1,
sin 2o. = 2sina. cosa,
cos 200 =Cc0s’a —sin® o= 2cos* a.—1=1-2sin’ a.,
sin(o.#B)=sin a.cosp +cos asin B,

cos(o.+B)=cosa.cosBFsinasinp,

+ +
sinocJ_rsinB=23ina_Bcosa_B,

2 2
COSa+COSB:2COSa;BCOSa;B,
COSOL—COSB=—25inOL_2|_BSinOL;B
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Dodatok D: Zdkladné matematické operdcie: derivdcie a integrdly

Nazorny vyznam derivdcie a integralu bol popisany v predchadzajucich kapitolach, kde
derivéciu si mozno predstavit’ ako smernicu krivky a integral ako plochu pod grafom funkcie.
V nasledujtcich vztahoch vystupuju a ab ako konstanty, u, v predstavuju funkcie

premennej X, W je premenou Yy, c predstavuje integracnu konStantu suvisiacu s neurcitym
integralom.

- Zapis:

i(au +hv)= adyuspdy- ad—u+bd—v
dx dx dx dx dx '

T i i erivacia sa¢inu,
d dw dy
—W -
at (y(t))= dy it derivécia zloZenej funkcie,
— j ) dx =u(x

J'(au_bv dx=afu dxiij dx .

- Zakladné derivacie:

L (@)=2=0,
L= =1
%(x"):nx“,
%(In x)=%,
;—X(ex =e", diy(ex)zo,

(sm X)=cos X,

(cos x) — sin Xx.
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- Zékladné integraly:

J' dx=x+c,

Xn+1
Ix“ dx = ——+c,(n=-1),
n+1

jl dx = In|x|+c,
X

jex dx=e"+c,
J'sin X dX =—cos X+cC,
Icos x dx=sin x+c,

J'tg X dx=-In |cos X +c
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